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Einleitung
Die Galoisdarstellungen, die wir in dieser Arbeit betrachten, sind genauer
`-adische (Galois-)Darstellungen zu einem Ko¨rper K. Das sind stetige Homomor-
phismen
ϕ` : GK −→ Aut(V`)
von der absoluten Galoisgruppe GK = Gal(K/K) von K, versehen mit der
Krulltopologie, in die Automorphismengruppe eines endlichdimensionalen Q`-
Vektorraums V`. Hier bezeichne K einen algebraischen Abschluß von K. Zu jeder
projektiven Varieta¨t u¨ber einem Ko¨rper K treten solche Darstellungen als in-
teressante Invarianten auf: fu¨r jede Primzahl ` 6= charK existiert die `-adische
Kohomologie H`(X) = H
∗
e´t(X ×K K,Q`), die eine stetige GK-Operation tra¨gt.
Zur Wichtigkeit dieser Darstellungen denke man nur etwa an Wiles Beweis der
Fermatschen Vermutung, wo ja gerade die Eigenschaften der zweidimensionalen
`-adischen Darstellungen zu elliptischen Kurven (und zu Modulformen) ganz ent-
scheidend sind.
Sind die Varieta¨ten insbesondere u¨ber einem Zahlko¨rper definiert, so erha¨lt man
fu¨r jede Primzahl ` eine `-adische Darstellung, also ein ganzes System
(ϕ` : GK −→ Aut(V`))`∈P
von Darstellungen u¨ber die Menge der Primzahlen P .
Die vorliegende Arbeit schließt direkt an meine Diplomarbeit
”
Zweidimen-
sionale Motivische Galoisdarstellungen“ an. Motivation damals war ein Resultat
von Serre gerade u¨ber solche Systeme `-adischer Darstellungen, na¨mlich solcher
zu elliptischen Kurven: Sei E eine elliptische Kurve u¨ber einem Zahlko¨rper K,
und fu¨r jede Primzahl ` bezeichne T`(E) den Tate-Modul von E , also den pro-
jektiven Limes lim←−E [`
n] der Gruppen der `n-Torsionspunkte von E u¨ber K. Die
Operation der absoluten Galoisgruppe GK auf den `
n-Torsionspunkten definiert
einen stetigen Homomorphismus ϕ` : GK → AutZ`T`(E) ' GL2(Z`). Dann zeigt
Serre:
Theorem (Serre, [Se72], Th. 3). Wenn E keine komplexe Multiplikation hat,
ist ϕ` : GK → AutZ`T`(E) fu¨r fast alle Primzahlen ` surjektiv.
Der Fall, daß die elliptische Kurve komplexe Multiplikation hat (d.h. daß der
Ring der K-Endomorphismen vom Rang 2 u¨ber Z ist), war bereits bekannt. Die-
ser Fall tritt na¨mlich genau dann auf, wenn die Darstellungen ϕ` alle abelsch sind.
Und das ist wiederum a¨quivalent dazu, daß die ϕ` zu einem algebraischen Hecke-
charakter χ u¨ber K assoziiert sind. Dabei ist ein algebraischer Heckecharakter
ein spezieller Homomorphismus von der Gruppe der zum zugeho¨rigen Fu¨hrer tei-
lerfremden Ideale von K in die multiplikative Gruppe eines weiteren Zahlko¨rpers.
Es sei hier noch erwa¨hnt, daß T`(E)⊗Q` dual zur ersten `-adischen Kohomologie
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der elliptischen Kurve ist, also auch dieses System
”
kohomologisch“ ist.
Zentral wichtig fu¨r solche
”
kohomologischen“ `-adischen Systeme ist der Be-
griff des Frobenius. Darstellungen zu glatten, projektiven Varieta¨ten sind na¨mlich
immer außerhalb der Stellenmenge S schlechter Reduktion unverzweigt, d.h. fu¨r
jede endliche Stelle v von K, die nicht in S und nicht u¨ber ` liegt, hat jede
zugeho¨rige Tra¨gheitsgruppe Iv unter ϕ` triviales Bild. Ist Zv ⊃ Iv Zerlegungs-
gruppe zu v, so faktorisiert also ϕ`|Zv u¨ber Zv/Iv ' Gκ(v), wenn κ(v) der Rest-
klassenko¨rper von K bei v ist. Deshalb ist der Frobenius Fϕ`,v der Darstellung
zur Stelle v als Konjugationsklasse wohldefiniert.
Im allgemeinen ist man auch an gewissen
”
Teilen“, also Unterdarstellungen,
solcher kohomologischer Darstellungen von Varieta¨ten interessiert, was zum Be-
griff der Motive fu¨hrt. Auf diese Weise kann man zum Beispiel Modulformen
zweidimensionale `-adische Darstellungen zuordnen. Um nun eine mo¨glichst all-
gemeine Situation zu erfassen, wurden in meiner Diplomarbeit die Resultate von
Serre auf
”
motivische“ Systeme zweidimensionaler Galoisdarstellungen u¨ber Q
verallgemeinert: Dabei wollen wir Systeme (φ` : GK → GL2(Q`))`∈P zweidimen-
sionaler `-adischer Darstellungen als motivisch bezeichnen, wenn sie die folgenden
Eigenschaften erfu¨llen:
(i) Das System ist Q-rational und strikt kompatibel, d.h. es gibt eine end-
liche Teilmenge S ⊂ ΣK der endlichen Stellen von K und eine Familie
(Pv(T ))v∈Σk\S von Polynomen mit Koeffizienten in Q , so daß fu¨r jedes φ`
gilt: ist v 6∈ S eine Stelle von K, die nicht u¨ber ` liegt, so ist φ` bei v un-
verzweigt und fu¨r einen zugeho¨rigen Frobenius Fφ`,v ist det(1 − TFφ`,v) =
Pv(T ).
(ii) Es existiert eine endliche Ko¨rpererweiterung K ′|K, so daß fu¨r jede Stelle
v von K ′, die nicht u¨ber ` liegt, die Einschra¨nkung φ`|GK′ bei v semistabil
ist, d.h., daß das Bild jeder Tra¨gheitsgruppe zu v unipotent ist.
(iii) Fu¨r fast alle ` sind die Darstellungen φ` kristallin mit Hodge-Tate Gewich-
ten d1, d2, die unabha¨ngig von ` sind.
(iv) Fu¨r alle ` sind die Darstellungen φ` vom Hodge-Tate Typ.
Statt (iii) wird auch eine schwa¨chere Version benutzt:
(iii′) Sei fu¨r jede Primzahl ` ein v ∈ ΣK fixiert mit v|` und sei T` ein Iv-invariantes
Gitter fu¨r φ` und W` = ⊕ri=1W i` die Verhalbeinfachung der Iv-Darstellung
T`/`T`. Dann wird die Operation der Tra¨gheitsgruppe auf den W
i
` durch
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Produkte von Potenzen von fundamentalen Charakteren gegeben, deren
Exponenten unabha¨ngig von ` betraglich beschra¨nkt sind. (Zur genauen
Formulierung dieser Eigenschaft vergleiche Abschnitt 3.1.)
In meiner Diplomarbeit konnte nun das folgende Theorem gezeigt werden:
Theorem ([Mu98] Cor. A). Sei (φ` : GK → GL2(Z`))`∈P ein motivisches Sy-
stem von zweidimensionalen Galoisdarstellungen u¨ber Q.
Dann gilt entweder:
(i) fu¨r fast alle Primzahlen ` ∈ P ist
φ`(GK) ⊃ B`,d1+d2 := {A ∈ GL2(Z`)| det(A) ∈ (Z`∗)d1+d2}
und es gibt eine quadratische Ko¨rpererweiterung K ′|K, so daß dann fu¨r fast
alle Primzahlen
φ`(GK′) = B`,d1+d2
ist, oder
(ii) das System ist potentiell abelsch, was gerade bedeutet, daß es u¨ber einer
endlichen Erweiterung K ′′|K zu algebraischen Heckecharakteren assoziiert
ist.
Die Motive, die wir bei unseren Darstellungen im Sinn haben, sind Grothen-
dieck-Motive u¨ber einem Zahlko¨rper K, d.h. Motive, die zu glatten, projektiven
Varieta¨ten u¨ber K assoziiert sind und deren Morphismen durch Korrespondenzen
modulo homologischer A¨quivalenz gegeben sind. Daß die `-adischen Realisierun-
gen von Grothendieck-Motiven
”
motivische Systeme“ u¨ber Q bilden ist wohlbe-
kannt, wurde aber auch in der Diplomarbeit skizziert.
Als Verallgemeinerung kann man jetzt glatte, projektive Varieta¨ten X be-
trachten, auf deren Kohomologie ein Zahlko¨rper E operiert. Diese Struktur erha¨lt
man durch gewisse Automorphismen oder Korrespondenzen, d.h. algebraische Zy-
kel. Dann ist die Kohomologie H`(X) ein freier E ⊗Q`-Modul. Wegen E ⊗Q` '∏
λ|`Eλ mit den Vervollsta¨ndigungen Eλ von E bei den Stellen λ von E, die u¨ber
` liegen, gilt
H`(X) '
∏
λ|`
Hλ(X)
mit Hλ(X) := H`(X)⊗E⊗Q` Eλ. Da die Operationen von E und GK vertauschen,
erha¨lt man ein System λ-adischer Darstellungen
(ϕλ : GK −→ Aut(Vλ))λ∈ΣE
mit endlichdimensionalen Eλ-Vektorra¨umen Vλ.
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Diese Situation tritt beispielsweise bei abelsche Varieta¨ten mit Multiplikation
durch einen total reellen Zahlko¨rper E auf und wird von Ribet in [Ri76] betrach-
tet. Ist X eine abelsche Varieta¨t u¨ber dem Zahlko¨rper K der Dimension d und
ist E ein total reeller Zahlko¨rper von Grad d, so bedeutet reelle Multiplikation
mit E gerade, daß es eine Einbettung
E ⊂ Q⊗ EndK(X)
gibt. Fu¨r jede Primzahl ` hat man durch die Operation von GK auf den Tate-
Moduln T`(X) eine Darstellung ϕ` : GK → Aut(T`(X)). Sei nun O der Ring der
ganzen Zahlen von E. U¨ber die Reduktion ϕ¯` : GK → Aut(T`(X)⊗Z`/`Z`) erha¨lt
man fu¨r fast alle Primzahlen Darstellungen
ϕ¯` : GK −→ GL2(O/`O).
Sei jetzt vorausgesetzt, daß E = Q⊗EndCX ist. Dies ist eine Verallgemeinerung
des Falls, daß wir eine elliptische Kurve ohne komplexe Multiplikation haben.
Dann zeigt Ribet fu¨r den Fall, daß die abelsche Varieta¨t X und ihre Endomor-
phismen schon u¨ber Q definiert sind, oder daß X nicht u¨berall potentiell gute
Reduktion hat: fu¨r fast alle ` ∈ P gilt:
ϕ¯`(GK) = {A ∈ GL2(O/`O) | det(A) ∈ F`∗}.
Auch Systeme λ-adischer Darstellungen zu Modulformen mit Koeffizienten in
einem Zahlko¨rper E sind hier Beispiele. Diese sind ebenfalls ausfu¨hrlich von Ribet
behandelt worden. Sei k eine positive gerade Zahl und sei f eine Spitzenform vom
Gewicht k, die eine normalisierte Eigenform fu¨r alle Heckeoperatoren ist. Dann
gibt es einen total reellen Zahlko¨rper E und durch Deligne ein zur Modulform f
assoziiertes System (ϕλ : GQ → GL2(Eλ))λ∈ΣE ganzer λ-adischer Darstellungen.
Theorem (Ribet [Ri75], Th. (5.1)). Fu¨r fast alle ` ∈ P gilt
ϕ`(GQ) := (
∏
λ|` ϕλ)(GQ) = {A ∈
∏
λ|`GL2(OEλ )| det(A) ∈ (Z`∗)k−1}.
Um die Aussagen wieder so allgemein wie mo¨glich zu machen, gehen wir in
unserer Arbeit von motivischen Systemen zweidimensionaler Galoisdarstellun-
gen mit Koeffizienten in irgendeinem Zahlko¨rper E aus: Dabei wollen wir jetzt
Systeme (φλ : GK → GL2(Eλ))λ∈ΣE zweidimensionaler λ-adischer Darstellungen
motivisch nennen, wenn sie die folgenden Eigenschaften erfu¨llen:
(i)E Das System ist E-rational und strikt kompatibel.
(ii)E Es existiert eine endliche Ko¨rpererweiterung K ′|K, so daß fu¨r jede Stelle v
von K ′, die nicht u¨ber ` liegt, gilt, daß φ`|GK′ bei v semistabil ist.
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(iii)E Sei fu¨r jede Primzahl ` ein v ∈ ΣK fixiert mit v|` und fu¨r λ ∈ ΣE, λ|`, sei Tλ
ein Iv-invariantes Gitter fu¨r φλ und Wλ = ⊕ri=1W iλ die Verhalbeinfachung
der Iv-Darstellung Tλ/λTλ. Dann wird die Operation der Tra¨gheitsgruppe
auf den W iλ durch Produkte von Potenzen von fundamentalen Charakteren
gegeben, deren Exponenten unabha¨ngig von ` betraglich beschra¨nkt sind.
(Zur genauen Formulierung vergleiche Abschnitt 3.2.)
(iv) Fu¨r alle λ|` sind die Darstellungen φλ als Q`-Darstellungen vom Hodge-Tate
Typ.
Bei unseren motivischen Galoisdarstellungen u¨ber E denken wir insbesondere
an Grothendieck-Motive mit Koeffizienten in E. Die `-adischen Realisierungen
V` solcher Motive definieren durch einen Isomorphismus von GK-Moduln V` '
⊕λ|`Vλ ein System von λ-adischen Darstellungen. Wir zeigen:
Proposition (2). (Vλ)λ∈ΣE bildet ein motivisches System von Galoisdarstellun-
gen u¨ber E.
Eine wichtige Rolle fu¨r die Formulierung und den Beweis unserer Resultate
spielt der Frobeniusko¨rper FK eines strikt-kompatiblen Systems: dies ist der durch
die Spuren der Polynome (Pv)v∈ΣK\S u¨berQ erzeugt Zahlko¨rper. Fu¨r jede endliche
Ko¨rpererweiterung K ′|K werde der Frobeniusko¨rper vom auf die Galoisgruppe
GK′ eingeschra¨nkten System mit FK′ bezeichnet. Den kleinsten vorkommenden
Zahlko¨rper FK′ nennen wir den stabilen Frobeniusko¨rper von (φλ)λ. Wir beweisen
damit als Hauptresultat der Arbeit:
Satz (42). Sei (φλ : GK → GL2(Eλ))λ∈ΣE ein motivisches System von zweidi-
mensionalen Galoisdarstellungen mit stabilem Frobeniusko¨rper F . Es gebe ein
d ∈ Z, so daß fu¨r das System der Determinanten gilt
(det ◦φλ : GK → E∗λ)λ∈ΣE = (χdcyc,λ : GK → E∗λ)λ∈ΣE .
Das System sei nicht potentiell abelsch, also nicht potentiell durch algebraische
Heckecharaktere gegeben. Dann gibt es eine endliche Ko¨rpererweiterung K ′|K
vom Exponenten 2, so daß fu¨r fast alle ` ∈ P gilt: φ`(GK′) := (
∏
λ|` φλ)(GK′) ist
konjugiert zu
BF`,d := {A ∈
∏
λ|`
GL2(OFλ )| det(A) ∈ (Z`∗)d}.
Dabei sei χcyc,λ der zyklotomische Charakter zu λ. Setzt man etwa E als total
reell voraus, so braucht man die Bedingung an die Determinanten nicht zu stellen.
Fu¨r den Beweis stellen wir zuna¨chst zwei unterschiedliche Kriterien dafu¨r auf,
daß ein motivisches System durch algebraische Heckecharaktere gegeben wird.
Das erste ist ein
”
horizontales“ Kriterium und wird aus einem Satz von Serre
u¨ber `-adische Systeme hergeleitet, der von Ribet auf λ-adische Systeme verall-
gemeinert wurde: wenn man an unendlich vielen Stellen eine abelsche Reduktion
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mod λ der Darstellung hat, wird das System durch Heckecharaktere gegeben. Das
”
vertikale“ Kriterium sagt, daß das System durch Heckecharaktere gegeben wird,
wenn fu¨r eine Stelle λ von E die λ-adische Darstellung abelsch ist.
Wir ko¨nnen analog zu Ribet ([Ri97], Th. 7.5) auch eine scha¨rfere, adelische
Version beweisen: Sei zu einem System λ-adischer Darstellungen (ϕλ)λ das Pro-
dukt u¨ber alle ϕλ mit ϕ : GK →
∏
λGL2(Eλ) bezeichnet.
Satz (44). Sei (ϕλ : GK → GL2(Eλ))λ∈ΣE ein motivisches System ganzer zwei-
dimensionaler Galoisdarstellungen mit stabilem Frobeniusko¨rper E. Mit einem
d ∈ Z gelte (det ◦ϕλ)λ∈ΣE = (χdcyc,λ)λ∈ΣE . Das System sei nicht potentiell abelsch,
also nicht potentiell durch Heckecharaktere gegeben. Dann ist
ϕ(GK)⊂
∏
`∈P
BE`,d
eine offene Untergruppe.
Fu¨r den Beweis ko¨nnen wir nicht Ribets Methode in [Ri97] nutzen, da bei uns
d gerade sein darf.
Wir beweisen auch eine allgemeinere Version des Theorems, in der wir nicht
voraussetzen, daß der stabile Frobeniusko¨rper bereits E ist. Dann ko¨nnen wir
aber nur eine Aussage u¨ber das Produkt u¨ber fast allen Darstellungen ϕλ machen.
Eine Aussage, die wirklich alle Darstellungen des motivischen Systems betrifft,
ko¨nnen wir u¨ber die Liealgebren gλ machen, die zu den Bildern ϕλ(GK) geho¨ren.
Satz ( 53). Es sei ein motivisches System (φλ : GK → GL2(Eλ))λ∈ΣE von zweidi-
mensionalen Galoisdarstellungen gegeben. Der stabile Frobeniusko¨rper sei F und
mit einem d ∈ Z gelte (det ◦φλ)λ∈ΣE = (χdcyc,λ)λ∈ΣE . Das System sei nicht po-
tentiell abelsch, also nicht potentiell durch algebraische Heckecharaktere gegeben.
Dann gibt es fu¨r jedes λ ∈ ΣE eine Quaternionenalgebra Hλ u¨ber Fλ, so daß gilt
gλ ' (Hλ)0 falls d = 0
und
gλ ' (Hλ)0 ⊕Q` falls d 6= 0.
Dabei sei (Hλ)0 der Spur-Null-Anteil der Quaternionenalgebra.
Beispiele fu¨r die Anwendung unserer Resultate, die u¨ber die Ergebnisse von
Ribet hinausgehen, sind zum einen abelsche Varieta¨ten mit total reeller Multipli-
kation, die nicht die von Ribet geforderten Voraussetzungen erfu¨llen, also deren
Endomorphismen nicht schon u¨ber Q definiert sind, oder die u¨berall potentiell
gute Reduktion haben.
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Eine andere Anwendung sind zweidimensionale Galoisdarstellungen zu Hilbert-
Modulformen. In [BR] erhalten Blasius und Rogawski zu einer holomorphen
Hilbert-Modulform pi u¨ber einem total reellen Zahlko¨rper F ein strikt kompati-
bles System zweidimensionaler λ-adischer Darstellungen u¨ber einem Zahlko¨rper
E
(ϕλ : GF −→ GL2(Eλ))λ∈ΣE .
Unter der Voraussetzung, daß die Gewichte k(σ) von pi zu den archimedischen
Stellen σ von F alle ≥ 2 sind, fu¨r mindestens eine Stelle > 2 und sie alle konver-
gent modulo 2 sind, zeigen Blasius und Rogawski, daß es zu jeder imagina¨rqua-
dratischen Ko¨rpererweiterung F ′|F ein Grothendieck-Motiv u¨ber F ′ gibt, so daß
das System der Einschra¨nkungen
(ϕλ|GF ′ )λ
die zu diesem Motiv geho¨rigen λ-adischen Realisierungen sind. Dies bedeutet,
daß (eventuell nach einer endlichen Ko¨rpererweiterung K ′|F ) die Darstellungen
(ϕλ : GF −→ GL2(Eλ))λ zu den von uns untersuchten Systemen geho¨ren: da die
Determinante ein strikt kompatibles, abelsches System bildet, wird sie nach einem
Theorem von Henniart (vergleiche etwa [Sch], Prop. I 1.4) durch einen Heckecha-
rakter gegeben und ist also, da F total reell ist (vergleiche unser Lemma 9), nach
einer endlichen Ko¨rpererweiterung eine Potenz des zyklotomischen Charakters.
U¨ber die `-adischen Darstellungen zu Motiven gibt es einige Vermutungen;
eine U¨bersicht wird von Serre in [Se94] gegeben. Sei M ein Grothendieck-Motiv
u¨ber K mit Koeffizienten in einem Zahlko¨rper E, dessen `-adische Realisierungen
V` gerade 2[E : Q]-dimensional sind.
1) Es wird vermutet, daß die V` immer halbeinfache GK-Moduln sind. Dies
wurde von Faltings fu¨r die zu abelschen Varieta¨ten geho¨rigen GK-Moduln V`
gezeigt. Davon abgesehen ist u¨ber diese Vermutung sehr wenig bekannt. Wir
erhalten:
Corollar (aus Satz 33). Wird das System der GK-Moduln V` nicht schon po-
tentiell durch Heckecharaktere gegeben, so sind alle V` einfache GK-Moduln.
2) Ist d das Gewicht des Motivs, so sagt eine andere Vermutung, daß fu¨r
fast alle ` ∈ P die Homothetien (Z`∗)d im Bild von GK in den Automorphismen
enthalten sind. Auch u¨ber diese Vermutung ist noch nicht viel bekannt. Falls
das Motiv eine abelsche Varieta¨t ist, ist diese a¨quivalent zu der Vermutung von
Lang, daß das Bild ϕ(GK) = (
∏
ϕ`)(GK) eine offene Untergruppe von
∏
` Z`
∗
entha¨lt. Serre konnte die schwa¨chere Aussage zeigen, daß ein ganze Zahl c exi-
stiert, so daß ϕ(GK) die c-ten Potenzen
∏
`(Z`
∗)c entha¨lt. Wintenberger zeigt die
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Vermutung von Lang fu¨r abelsche Varieta¨ten, die eine Dimension ≤ 4 haben,
oder die Mumford-Tate Vermutung erfu¨llen. Aus Ribets bereits erwa¨hntem Re-
sultat u¨ber gewisse abelsche Varieta¨ten mit total reeller Multiplikation folgt fu¨r
fast alle Primzahlen `, daß die Homothetien Z`∗ im Bild ϕ`(GK) enthalten sind.
Wir ko¨nnen fu¨r unsere zweidimensionalen motivischen Systeme besta¨tigen:
Corollar (aus Satz 42). Wird das motivische System (ϕ` : GK → Aut(V`))`∈P
der `-adischen Darstellungen nicht schon potentiell durch Heckecharaktere gege-
ben, so sind fu¨r fast alle Primzahlen ` die Homothetien
(Z`∗)d ⊂ ϕ`(GK)
im Bild enthalten. Genauer erha¨lt man mit Satz 44 fu¨r Systeme, die stabilen Fro-
beniusko¨rper E haben, daß ϕ(GK) eine offene Untergruppe von
∏
`(Z`
∗)d entha¨lt.
3) Sei g die Liealgebra u¨ber Q zur Mumford-Tate-Gruppe des Motivs. Ver-
mutungsweise gilt dann fu¨r jede Primzahl ` gerade
g` ' g⊗Q Q`.
Wir ko¨nnen beweisen:
Corollar (aus Satz 53). Wird das motivische System (ϕ` : GK → Aut(V`))`∈P
der `-adischen Darstellungen mit stabilem Frobeniusko¨rper F nicht schon poten-
tiell durch algebraische Heckecharaktere gegeben, so haben die Liealgebren g` alle
dieselbe Q`-Dimension. Im Fall d 6= 0 gilt fu¨r fast alle `
g` ' (sl2(F )⊕Q)⊗Q Q`,
und fu¨r alle Primzahlen ` sind die g` Formen von (sl2(F ) ⊕ Q) ⊗Q Q`. Im Fall
d = 0 gilt fu¨r fast alle `
g` ' sl2(F )⊗Q Q`,
und fu¨r alle Primzahlen ` sind die g` Formen von sl2(F )⊗Q Q`.
Wir kommen nun zur Inhaltsu¨bersicht: In Paragraph 1 finden sich Notationen
und Vorbemerkungen zu einigen Theorien, die spa¨ter verwendet werden.
In Paragraph 2 wird der allgemeine Begriff der
”
Kategorie mit Koeffizienten in
einem Zahlko¨rper E“ erla¨utert. Dabei gibt es zwei Beschreibungen dieser Kate-
gorien, in Delignes Sprechweise
”
Sprache A“ und
”
Sprache B“.
In Paragraph 3 geht es um den zentralen Begriff der motivischen Systeme. Hier
wird vor allem auch der Beweis gegeben, daß das System der λ-adischen Darstel-
lungen, das zu einem Grothendieck-Motiv mit Koeffizienten in einem Zahlko¨rper
E geho¨rt, tatsa¨chlich ein motivisches System u¨ber E ist.
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Der 4. Paragraph ist ganz den algebraischen Heckecharakteren gewidmet. Nach
der Definition eines Heckecharakters werden grundlegende Eigenschaften bewie-
sen, die in Schappachers Buch [Sch] vorkommen, aber dort nicht bewiesen wer-
den. Es folgt die Konstruktion des λ-adischen Systems (χλ)λ∈ΣE zu einem alge-
braischen Heckecharakter χ und der Beweis, daß dies ein abelsches motivisches
System ist. Dann werden die beiden entscheidenden Kriterien dafu¨r hergeleitet,
wann ein motivisches System durch Heckecharaktere gegeben wird. Der letzte
Abschnitt macht einige Aussagen zu den Systemen der Determinanten von mo-
tivischen Systemen, die nach unseren Kriterien immer durch einen algebraischen
Heckecharakter gegeben werden.
Im 5. Paragraph wird der Begriff des Frobeniusko¨rpers eines strikt kompatiblen
Systems eingefu¨hrt. Der Frobeniusko¨rper ist ganz entscheidend fu¨r die Gro¨ße der
Bilder.
Der 6. Paragraph bescha¨ftigt sich nun mit den zweidimensionalen motivischen
Galoisdarstellungen. Der erste Abschnitt behandelt Systeme, die potentiell durch
algebraische Heckecharaktere gegeben sind, und macht unter anderem die Aus-
sage, daß ein solches zweidimensionales motivisches System schon nach einer
Ko¨rpererweiterung vom Grad 2 abelsch wird, wenn es nicht gerade eines von
gewissen Ausnahmedarstellungen ist. Im zweiten Abschnitt zeigen wir, daß ein
motivisches System immer schon
”
fast“ von einem System u¨ber seinem Frobe-
niusko¨rper kommt. In den na¨chsten Abschnitten folgen die Hauptresultate: die
Sa¨tze u¨ber die Gro¨ße der Bilder von motivischen zweidimensionalen Systemen,
wenn sie nicht durch Heckecharaktere gegeben sind, die Sa¨tze zur adelischen
Sichtweise und die Sa¨tze u¨ber das Aussehen der Liealgebren.
An dieser Stelle geht mein herzlicher Dank an Prof. Dr. Uwe Jannsen, der stets
fu¨r mich ansprechbar war, und der zahlreiche ergiebige Gespra¨che mit mir fu¨hrte.
Vielen Dank auch an Lars Bru¨njes fu¨r endlose mathematische Diskussionen in den
letzten Jahren.
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1 Notationen und Vorbemerkungen
1.1 Allgemeine Notationen
Wir wollen in dieser Arbeit die Menge der (rationalen) Primzahlen stets mit P
bezeichnen, und zu einem beliebigen Zahlko¨rper E sei ΣE die Menge seiner end-
lichen Stellen. Fu¨r eine solche Stelle λ ∈ ΣE sei dann Eλ die Vervollsta¨ndigung
von E bezu¨glich λ; mit Oλ wollen wir dann den zugeho¨rigen Ring der ganzen
Zahlen bezeichenen, ℘λ sei sein maximales Ideal und Fλ der zugeho¨rige Rest-
klassenko¨rper. Wir wollen außerdem vereinbaren, daß zu einer Stelle, die mit λ
bezeichnet wird, die Restklassencharakteristik immer ` genannt wird, ohne das
wir dies jedes Mal erwa¨hnen mu¨ssen. Zu einem beliebigen Ko¨rper K sei mit K
stets ein fixierter algebraischer Abschluß von K bezeichnet. Wie u¨blich schreiben
wir GK fu¨r die absolute Galoisgruppe des Ko¨rpers K.
1.2 `-adische und λ-adische Darstellungen
Es seinen K und E Zahlko¨rper und zu einer Primzahl ` ∈ P (bzw. einer Stelle
λ ∈ ΣE) sei V` ein endlich-dimensionaler Q`-Vektorraum (bzw. sei Vλ ein endlich-
dimensionaler Eλ-Vektorraum). Eine `-adische Darstellung von GK (bzw. eine
λ-adische Darstellung von GK) ist ein stetiger Homomorphismus
φ` : GK → AutQ`(V`) (bzw. φλ : GK → AutEλ(Vλ)),
wobei GK mit der Krulltopologie und Aut(V`) (bzw. Aut(Eλ)) mit der durch den
normierten Vektorraum End(V`) (bzw. End(Vλ)) induzierten Topologie versehen
wird. Insbesondere sind `-adische Darstellungen also auch λ-adische Darstellun-
gen mit E = Q; deshalb werden wir folgende Definitionen nur fu¨r λ-adische
Darstellungen formulieren.
Bezeichne fu¨r eine Stelle v ∈ ΣK und eine Fortsetzung v ∈ ΣK mit Iv die zu-
geho¨rige Tra¨gheitsgruppe in der Zerlegungsgruppe Zv. Eine λ-adische Darstellung
φ heißt unverzweigt bei v, wenn fu¨r v (und damit fu¨r jede Fortsetzung von v)
φ(Iv) = {id}
ist, sonst heißt φ bei v verzweigt. Wenn die Darstellung bei v unverzweigt ist,
faktorisiert die Einschra¨nkung auf die Zerlegungsgruppe Zv u¨ber Zv/Iv; deshalb
ist fu¨r das Frobeniuselement Fv ∈ Zv/Iv das Bild φ(Fv) definiert; wir bezeich-
nen es mit Fv,φ und nennen es den Frobenius von v in der Darstellung φ. Die
Konjugationsklasse von Fv,φ in Aut(Vλ) ha¨ngt nur von v ab, und wird mit Fv,φ
bezeichnet. Wir nennen
Pv,φ(T ) := det(1− Fv,φT ) ∈ Eλ[T ]
das Frobeniuspolynom bei v. Eine λ-adische Darstellung φ heißt E-rational, falls
φ außerhalb einer endlichen Stellenmenge S ⊂ ΣK unverzweigt ist, und fu¨r alle
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v ∈ ΣK \ S das Frobeniuspolynom Pv,φ Koeffizienten in E hat.
Betrachte Familien von Darstellungen: Ein n-dimensionales System λ-adischer
Darstellungen u¨ber E ist eine Familie
(φλ : GK → Aut(Vλ))λ∈ΣE
von λ-adischen Darstellungen, wobei fu¨r jede endliche Stelle λ von E das Vλ
ein n-dimensionaler Eλ-Vektorraum ist. Sei nun S` := {v ∈ ΣK | v|`}. Ein n-
dimensionales System λ-adischer Darstellungen heißt strikt kompatibel, wenn alle
Darstellungen φλ E-rational sind, und es eine endliche Stellenmenge S ⊂ ΣK und
eine Familie von Polynomen (Pv)v∈ΣK\S mit Koeffizienten in E gibt, so daß fu¨r
jede Stelle λ ∈ ΣE und jedes v ∈ ΣK \ {S ∪ S`} gilt:
Pv,φλ = Pv ∈ E[T ].
Das minimale S mit dieser Eigenschaft heißt die Ausnahmemenge von (φλ)λ.
EinGitter eines endlich-dimensionalen Eλ-Vektorraums V ist ein Unter-Oλ-Modul
T , der frei von endlichem Rang ist und V u¨ber Eλ erzeugt, d.h. man hat V '
T ⊗Oλ Eλ. Aus der Kompaktheit von GK folgt, daß zu jeder λ-adischen Darstel-
lung φλ : GK → Aut(Vλ) ein unter GK stabiles Gitter Tλ von Vλ existiert (vgl.
beispielsweise [Se68], I-1). Fu¨r jedes solche invariante Gitter Tλ erha¨lt man dann
eine ganze Darstellung von GK , d.h. eine Oλ-Darstellung von GK , also einen
stetigen Homomorphismus
ϕλ : GK → AutOλ(Tλ).
Zu diesem invarianten Gitter wird dann in natu¨rlicher Weise Tλ/λTλ zu einem
Oλ/λOλ ' Fλ-Vektorraum und wir erhalten eine Fλ-Darstellung
(ϕλ mod λ) : GK → AutFλ(Tλ/λTλ).
Im Allgemeinen ist diese
”
Reduktion“ zu einer λ-adischen Darstellung nicht un-
abha¨ngig von der Wahl des Gitters Tλ. Wohl aber ist die Verhalbeinfachung wie-
der unabha¨ngig vom Gitter (das folgt wie im Theorem von Brauer und Nesbitt,
beispielsweise in [CR], §82). Deshalb nennen wir zu einer λ-adischen Darstellung
φλ die Verhalbeinfachung (ϕλ mod λ)
ss die Reduktion von φλ und bezeichnen sie
mit φλ.
1.3 Motive
Unter algebraischen Motiven wollen wir Motive im Sinne von Grothendieck ver-
stehen, d.h. Motive, die zu glatten, projektiven Varieta¨ten u¨ber einem Zahlko¨rper
K (oder auch allgemein einem Ko¨rper K) assoziiert sind, und deren Morphis-
men durch Q-lineare algebraische Zykel modulo homologischer A¨quivalenz, etwa
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zur `-adischen Kohomologie (was bei einem Zahlko¨rper wegen char(K) = 0 un-
abha¨ngig von ` ist), gegeben sind. Wie in [J] beschrieben, ko¨nnen diese durch
Tripel (X, p, n) repra¨sentiert werden, wobei X eine glatte, projektive Varieta¨t
ist, p ein algebraischer Zykel von X × X modulo homologischer A¨quivalenz,
der ein Projektor ist (d.h. p2 = p fu¨r die Komposition von Korrespondenzen),
und m eine ganze Zahl. Die i-te `-adische Realisierung von (X, p,m) ist dann
pH i+2me´t (X,Q`)(m), der m-fache Tate-Twist des Bildes von p, aufgefaßt als Mor-
phismus auf der Kohomologie; dabei ist X := X ×K K der Basiswechsel. Die
`-adische Realisierung ist die Summe der i-ten `-adischen Realisierungen. Die
Galoisoperation von GK auf der Realisierung ist an fast allen Stellen von K un-
verzweigt. Wir nennen ein Motiv rein vom Gewicht d, wenn alle i-ten `-adischen
Realisierungen außer der d-ten verschwinden. Wenn wir uns fu¨r die Bilder der
zu den `-adischen Realisierungen geho¨rigen `-adischen Darstellungen interessie-
ren, ist es keine Einschra¨nkung, wenn wir das Motiv als rein vom Gewicht d
annehmen.
Lemma 1. Sei M ein algebraisches Motiv u¨ber dem Zahlko¨rper K mit `-adischen
Realisierungen V`(M). Sei v eine Stelle von K, wo die Galoisoperation auf V`(M)
unverzweigt ist, und Fv ein zugeho¨riger Frobenius auf V`(M). Dann gilt fu¨r jeden
Homomorphismus F ∈ End(M)[Fv] auf V`(M):
P`(T ) := det(1− FT ) ∈ Q[T ]
und P` ist unabha¨ngig von `.
Beweisskizze. Sei nun zuna¨chstM = (X, id, 0) und die glatte, projektive Varieta¨t
X sei zur Vereinfachung irreduzibel von der Dimension n. Die Varieta¨t X hat
dann außerhalb einer endlichen Stellenmenge S von K gute Reduktion, und es
existiert fu¨r jede Stelle v 6∈ S ein glattes, projektives Modell Xv u¨ber den v-ganzen
Zahlen Ov. Gilt fu¨r die Stelle v 6 |`, so erhalten wir durch glatten, eigentlichen
Basiswechsel fu¨r die Schemata X und X v := Xv ×Ov κv, mit einem algebraischen
Abschluß κv des Restklassenko¨rpers κv bei v, einen Isomorphismus von Gκ(v)-
Moduln
ϕX : H
i
e´t(X,Q`)
∼→ H ie´t(X v,Q`).
Es ist Mv := (Xκv , id, 0) (mit Xκv := Xv ×Ov κv) ein Objekt aus der Kategorie
der algebraischen Motive u¨ber κv. Die zugeho¨rige i-te `-adische Realisierung ist
gerade H ie´t(X v,Q`). Nun hat man einen Spezialisierungsmorphismus
σ : End(M)→ End(Mv)
([SGA6], XA) und damit gilt σ(End(M))[Fv] ⊂ End(Mv). Deshalb weiß man nach
[KM], daß fu¨r einen Homomorphismus F ∈ σ(End(M))[Fv] auf V`(M) ' V`(Mv)
gilt, daß P` Koeffizienten in Q hat und unabha¨ngig von ` ist. Nun muß man also
nur noch einsehen, daß die Operation eines a ∈ End(M) auf V`(M) ”dieselbe“ ist
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wie die von σ(a) auf V`(Mv). Man hat auch fu¨r X×X durch glatten, eigentlichen
Basiswechsel einen Isomorphismus ϕX×X : H ie´t(X ×X,Q`) ∼→ H ie´t(Xv ×Xv,Q`),
der mit der Zykelabbildung cl vertra¨glich ist. Man erha¨lt (nach Wahl eines Iso-
morphismus Z`(1) ' Z`) das kommutative Diagramm:
End(M)
cl→ H2ne´t (X ×X,Q`) ⊂ End(H∗e´t(X,Q`))
↓ σ ϕX×X ↓ o
End(Mv)
cl→ H2ne´t (Xv ×Xv,Q`) ⊂ End(H∗e´t(X v,Q`))
Daß ein a ∈ H2ne´t (X ×X,Q`) auf H∗e´t(X,Q`) unter dem Isomorphismus ϕX ge-
nauso operiert, wie ϕX×X(a) auf H∗e´t(X v,Q`) folgt aus der Tatsache, daß der
glatte, eigentliche Basiswechsel mit ∗ und ∗ vertra¨glich ist.
Fu¨r den allgemeinen Fall M = (X, p,m) mit p 6= id beachte man, daß man hier
mit denselben Argumenten die Operation von σ(p) auf H∗e´t(X v,Q`) betrachten
kann.
1.4 p-adische Darstellungen
Sei K0 u¨ber Qp eine lokaler Ko¨rper. Eine p-adische Darstellung von GK0 ist ein
stetiger Gruppenhomomorphismus
GK0 → Aut(V ),
wobei V ein endlichdimensionaler Qp-Vektorraum ist. Insbesondere geho¨ren also
zu jeder `-adischen Darstellung φ` : GK → Aut(V`) eines Zahlko¨rpers K gewisse
p(= `)-adische Darstellungen, na¨mlich fu¨r jedes v ∈ ΣK mit v|` eine: sei v ∈ ΣK
eine Fortsetzung von v und Zv ' GKv die zugeho¨rige Zerlegungsgruppe. Dann
erha¨lt man durch Einschra¨nken von φ` auf GKv eine p-adische Darstellung (die
unabha¨ngig von der Wahl der Fortsetzung v von v ist).
Sei jetzt zur Vereinfachung K0|Qp unverzweigt. Die p-adische Darstellung V von
GK0 heißt kristallin, wenn
dimQp V = dimK0 Dcris(V )
ist, wobei Dcris Fontains Funktor [Fo] von der Kategorie der p-adischen Darstel-
lungen von GK0 in die Kategorie der K0-filtrierten Dieudonne´-Moduln u¨ber K0
ist mit Dcris(V ) = (V ⊗Qp Bcris)GK0 . Eine kristalline Darstellung ist auch vom
Hodge-Tate Typ. Dabei heißt eine p-adische Darstellung V vom Hodge-Tate Typ,
wenn es einen GK0-Isomorphismus
V ⊗Qp Cp '
⊕
i∈Z
Cp(i)ni
gibt, wobei Cp(i) der i-te Tatetwist von Cp, der p-adischen Vervollsta¨ndigung
eines algebraischen Abschlusses K0 ist, und die Exponenten ni fu¨r fast alle i
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gleich null sind. Die Hodge-Tate Gewichte von V sind gerade die i ∈ Z, fu¨r die
ni 6= 0 ist.
1.5 Operation durch fundamentale Charaktere
Sei hier K ein bezu¨glich einer diskreten Bewertung v vollsta¨ndiger Ko¨rper und
k sein Restklassenko¨rper mit char(k) = p > 0. Betrachte die Ko¨rperkette K ⊂
Knr ⊂ Ktr ⊂ K in einem algebraischen Abschluß K, wobei Knr den maxi-
malen unverzweigten Zwischenko¨rper und Ktr den maximalen zahmverzweigten
Zwischenko¨rper bezeichne. Sei dann I := Gal(K/Knr) die Tra¨gheitsgruppe von
Gal(K/K), und I t := Gal(Ktr/Knr) die zahme Tra¨gheitsgruppe. Bekanntlich
(vergleiche beispielsweise [Se72] 1.3) hat man einen Isomorphismus
I t
∼−→ lim←−
n∈N
F∗pn ,
wobei die U¨bergangsabbildungen des projektiven Limes die Normabbildungen
N : F∗pmn → F∗pn , α 7→ α1+p
n+p2n+...+p(m−1)n
sind. Die Komposition des Isomorphismus mit der Projektion auf F∗pn ergibt
θn : I
t −→ F∗pn ,
einen fundamentalen Charakter vom Niveau n (die n verschiedenen fundamen-
talen Charaktere von Niveau n erha¨lt man durch Komposition von θn mit den
verschiedenen Einbettungen von Fpn in einen algebraischen Abschluß von k). Ist
x ein lokaler Parameter von Knr, so liegt x1/(p
n−1), eine (pn − 1)-te Wurzel, in
Ktr, und fu¨r ein s ∈ I t gilt gerade s(x1/(pn−1)) = θn(s)x1/(pn−1), wenn man F∗pn
mit den (pn − 1)-ten Einheitswurzeln von K (die in Knr liegen!) identifiziert.
Mit der Normabbildung N : F∗pmn → F∗pn gilt:
θn = N ◦ θnm.
Sprechen wir davon, daß eine Darstellung ϕ : I → GL(W ) (wobeiW ein endlicher
Fq-Vektorraum, q = pn, ist) durch einen Charakter ϑ : I t → F∗qr gegeben wird,
so meinen wir, daß ϕ u¨ber I t faktorisiert (also keinen p-Anteil hat) und es ein
A ∈ GL(W ) von Ordnung (qr − 1) gibt mit Fq[A] ' Fqr , so daß die Darstellung
ϕ ihr Bild in der von A erzeugten Gruppe < A > hat, und durch den Charakter
ϑ : I t →< A >' F∗qr
gegeben wird.
Durch die Vorgabe eines solchen A ∈ GL(W ) erha¨lt W die Struktur eines Fqr -
Vektorraums. Die Bedingung Fq[A] ' Fqr ist auch gerade a¨quivalent dazu, daß das
charakteristische Polynom χA von A die s-fache Potenz des Minimalpolynoms µ
eines primitiven Elementes der Ko¨rpererweiterung Fqr |Fq (also einfach die s-fache
Potenz eines irreduziblen Polynoms vom Grad r u¨ber Fq) ist: χA = µs ∈ Fq[X].
Dabei ist s gerade die Dimension von W als Fqr -Vektorraum.
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2 Kategorien mit Koeffizienten in E
Sei E ein Zahlko¨rper. Oft interessiert man sich fu¨r solche Objekte einerQ-linearen
Kategorie, die eine E-Multiplikation haben. Um die Unterkategorie dieser Objek-
te zu beschreiben, kann man sich in Delignes Sprechweise (vgl. [D]) der
”
Sprache
A“ oder der
”
Sprache B“ bedienen.
Sei C eine Q-lineare, additive, pseudoabelsche Kategorie. Dabei heißt eine ad-
ditive Kategorie Q-linear, wenn fu¨r alle Objekte X, Y die abelschen Gruppen
Hom(X, Y ) Vektorra¨ume u¨ber Q und die Verknu¨pfungsabbildungen Q-bilinear
sind. Eine additive Kategorie nennt man pseudoabelsch, wenn fu¨r jeden Projek-
tor p eines Objektes X (d.h. fu¨r jeden idempotenten Endomorphismus p = p2
von X) das Bild im(p) in der Kategorie existiert. Es existiert dann auch der Kern
mit ker p = im(1− p) und es gilt: ker p⊕ ker(1− p) ' X.
Sprache A: Definiere die Kategorie CE1 wie folgt:
Die Objekte von CE1 sind Paare (X, θ), wobei X ein Objekt aus C und θ : E ↪→
HomC(X,X) eine Einbettung von Q-Algebren ist. Die Morphismen in CE1 sind
gerade die aus C, die diese so definierte E-Struktur respektieren (d.h. fu¨r alle
a ∈ E und f : X → Y muß gelten: θY (a) ◦ f = f ◦ θX(a) ).
Sprache B: Definiere die Kategorie C˜E2 wie folgt:
Die Objekte von C˜E2 sind dieselben wie die von C. Die Morphismen in C˜E2 zwischen
zwei Objekten X, Y sind definiert durch HomC˜E2 (X, Y ) := HomC(X, Y )⊗Q E.
Die Kategorie C˜E2 ist im allgemeinen nicht pseudoabelsch; definiere CE2 als die
pseudoabelsche Hu¨lle von C˜E2 .
Die beiden Kategorien CE1 und CE2 sind a¨quivalent! Um quasiinverse Funktoren
F1 und F2 angeben zu ko¨nnen, definieren wir zuna¨chst fu¨r jedes Objekt X in C
ein Tripel (X⊗E, iX , θX⊗E). Dabei ist X⊗E ein Objekt von C, iX : X → X⊗E
ein Morphismus in C und θX⊗E : E ↪→ HomC(X⊗E,X⊗E) eine Einbettung von
Q-Algebren, und das Tripel wird durch folgende universelle Eigenschaft definiert:
Fu¨r jedes Objekt Y und jedes ϕ ∈ HomQ(E,Hom(X, Y )) gibt es genau ein (ϕ) ∈
Hom(X ⊗ E, Y ), so daß fu¨r jedes a ∈ E folgendes Diagramm kommutiert:
X
iX

ϕ(a)
**TTT
TTTT
TTTT
TTTT
TTTT
TTT
X ⊗ E
θX⊗E(a)
// X ⊗ E
(ϕ)
// Y
Die Existenz eines solchen Tripels ist gesichert: Man wa¨hle von E|Q eine Basis
{e1 = 1, e2, ..., em}. Dann erfu¨llt (
∏m
i=1X, (id, 0, ...0), a 7→ (aijid)i,j=1,..,m) die uni-
verselle Eigenschaft (wobei wir fu¨r a ∈ E mit (aij) die Matrix der Multiplikation
mit a in E bezu¨glich der Basis {e1, ..., em} bezeichnen). Denn zu einem gegebenen
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ϕ ∈ HomQ(E,Hom(X, Y )) macht offenbar genau (ϕ) := ϕ(e1) + ... + ϕ(em) die
Diagramme kommutativ.
Fu¨r ein f : X → Y , sei [f ] : X ⊗ E → Y ⊗ E der durch die lineare Abbildung
a 7→ θY⊗E(a)◦iY ◦f ∈ HomQ(E,Hom(X, Y ⊗E)) definierte Morphismus. Es ist of-
fenbar [f ] ∈ HomCE1 (X⊗E, Y ⊗E) und
∑
fi⊗ai  [
∑
fi⊗ai] :=
∑
[fi]◦θX⊗E(ai)
funktoriell. Jetzt ko¨nnen wir den Funktor F1 von CE2 nach CE1 durch den Funktor
F˜1 definieren, und in die andere Richtung den Funktor F2:
F˜1 : C˜E2  CE1
X 7→ (X ⊗ E, θX⊗E)
(
∑
fi ⊗ ai : X → Y ) 7→ ([
∑
fi ⊗ ai] : X ⊗ E → Y ⊗ E)
F2 : CE1  CE2
(X, θX) 7→ pXX
(f : X → Y ) 7→ (pY ◦ f ◦ pX : pXX → pY Y )
Dabei ist pX definiert als (θX ⊗ id)(p) mit p ∈ E ⊗ E das Idempotente, welches
alle Elementen der Form (1 ⊗ x − x ⊗ 1) fu¨r x ∈ E annuliert und unter der
Multiplikation E⊗E µ→ E auf 1 geht.
”
Man schneidet den Faktor aus X aus, auf
dem die beiden E-Modulstrukturen u¨bereinstimmen.“ Ist {e1, ..., em} eine Basis
von E und evi die dazu duale Basis bezu¨glich der Spurform, so weiß man, daß
p =
∑
ei ⊗ evi ist (das berechnet beispielsweise Lars Bru¨njes in seiner Diplomar-
beit [Br] im Beispiel 6.3).
Man rechnet nach, daß F1 und F2 quasiinvers zueinander sind.
Beispiel
Sei C =ModfinGK ,Q` zu einem Zahlko¨rperK die Kategorie der endlich-dimensionalen
(GK ,Q`)-Moduln. Offenbar ist dann CE1 gerade die Kategorie der endlich-erzeugten
(GK ,Q`⊗QE)-Moduln. Das universelle Objekt V ⊗E zu einem (GK ,Q`)-Modul
V ist als Q`-Vektorraum das Tensorprodukt u¨ber dem Ko¨rper Q, also V ⊗QE; die
GK-Operation wird gegeben durch g(v⊗a) := g(v)⊗a fu¨r g ∈ GK , v ∈ V, a ∈ E.
Die Volltreuheit des Funktors F˜1 entspricht gerade fu¨r alle (GK ,Q`)-Moduln V
und W der Gleichheit
HomGK ,Q`⊗E(V ⊗ E,W ⊗ E) ' HomGK ,Q`(V,W )⊗Q E.
Durch die Quasiinversita¨t von F1 und F2 ergibt sich insbesondere fu¨r einen
(GK ,Q` ⊗Q E)-Modul (V, θ) die Isomorphie:
(V, θ) ' (pV (V ⊗ E), pV θ′pV ),
wobei
θ′ : E ↪→ HomGK ,Q`⊗E(V ⊗ E,W ⊗ E), a 7→ id⊗ a
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und
pV =
∑
θ(ei)⊗ evi ∈ HomGK ,Q`⊗E(V ⊗ E,W ⊗ E)
sei. Man kann die Isomorphie auch leicht nachrechnen; entscheidend ist, daß fu¨r
jedes a ∈ E die Gleichheit pV ◦ (θ(a) ⊗ 1) = pV ◦ θ′(a) gilt, was durch die
Eigenschaft von pV gewa¨hrleistet ist.
20
3 `-adische und λ-adische Darstellungen zu Mo-
tiven mit Koeffizienten in E
3.1 Die Eigenschaften (i), (ii), (iii), (iii′), (iv) der `-adischen
motivischen Systeme
Es seiM ein Objekt ausMK , der Kategorie der Grothendieck-Motive u¨ber einem
Zahlko¨rper K. Wir setzen voraus, daß M rein vom Gewicht d ist. Dann haben
wir das zugeho¨rige System der `-adischen Realisierungen (V`)`∈P von M , etwa
von Dimension N . Das ist ein System `-adischer Darstellungen u¨ber Q, d.h. fu¨r
jede endliche Stelle ` von Q haben wir einen N -dimensionalen Q`-Vektorraum V`
und einen stetigen Homomorphismus φ` : GK → Aut(V`). Von diesem System der
`-adischen Realisierungen
(φ` : GK → Aut(V`))`∈P
sind die folgenden Eigenschaften bekannt (vgl. z.B. [Mu98]/[Mu00] und dortige
Referenzen):
(i) Das System istQ-rational und strikt kompatibel. Außerdem haben die komple-
xen Eigenwerte eines Frobenii (bezu¨glich jeder komplexen Einbettung) denselben
Betrag.
(ii) Es existiert eine endliche Ko¨rpererweiterung K ′|K, so daß fu¨r jedes ` ∈ P
die auf GK′ eingeschra¨nkte Darstellung φ`|GK′ bei allen v 6 |` semistabil ist (d.h.
fu¨r alle Stellen v 6 |` sind die Bilder der Tra¨gheitsgruppen unipotent).
(iii) Fu¨r fast alle ` ∈ P sind die Darstellungen φ` kristallin mit Hodge-Tate-
Gewichten, die unabha¨ngig von ` sind.
Aus (iii) folgt eine etwas schwa¨chere Eigenschaft:
(iii′) Sei fu¨r jede Primzahl ` ein v ∈ ΣK fixiert mit v|`. Fu¨r jedes ` ∈ P sei
T` ein Iv-invariantes Gitter fu¨r φ` und W` = ⊕ri=1W i` die Verhalbeinfachung der
Iv-Darstellung T`/`T` (die W
i
` seien also irreduzibel bezu¨glich Iv).
Es existiert ein N0 ∈ N, so daß fu¨r fast alle ` gilt:
Jedes W i` hat die Struktur eines 1-dimensionalen F`hi -Vektorraums (wenn hi :=
dimF` W
i
` ist) und es gibt s
`,i
0 , s
`,i
1 , ..., s
`,i
(hi−1) ∈ Z mit |s
`,i
k | ≤ N0, so daß die Aktion
von Iv auf W
i
` durch einen Charakter
θ
s`,i0 +s
`,i
1 `+...+s
`,i
(hi−1)`
(hi−1)
hi
: I tv → F∗`hi
gegeben wird. Das θh sei dabei ein fundamentaler Charakter vom Niveau h von
der zahmen Tra¨gheitsgruppe I tv.
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(iv) Fu¨r alle ` ∈ P sind die Darstellungen φ` vom Hodge-Tate Typ.
Es sei noch bemerkt, daß man mit (iii) bei (iii′) sogar noch genauer weiß, daß
es feste {d1, ..., ds} ⊂ Z und Vielfachheiten (ni)i=1,..,s ⊂ Ns mit
∑
ni = N gibt,
so daß jedes di genau ni-mal in der Familie (s
`,i
j )i=1,...,r(`);j=0,...,hi(`)−1 vorkommt.
3.2 Die Eigenschaften (i)E, (ii)E, (iii)E der λ-adischen mo-
tivischen Systeme
Es sei E ein Zahlko¨rper und unser M habe zusa¨tzlich eine E-Multiplikation; wir
betrachten also das Objekt (M, θ) von (MK)E1 . Die E-Struktur θ aufM induziert
nun eine E-Struktur auf allen Realisierungen von M . Das V` wird dadurch ein
freier E ⊗QQ`-Modul vom Rang n = N/m, wenn m = [E : Q] ist. Denn offenbar
wird zu einer Einbettung σ : K ↪→ C die Bettirealisierung Vσ von M durch θ ein
n-dimensionaler E-Vektorraum. Nun hat man fu¨r jede Fortsetzung σ¯ : K ↪→ C
und jedes ` einen Vergleichsisomorphismus Vσ ⊗Q Q` ∼→ V`, der, da er funktoriell
ist, die E-Struktur respektiert.
Die Operation der Galoisgruppe GK auf V` ist offenbar E-linear. Also hat man
V` ⊗E⊗Q` E ⊗Q` = V` ⊗E⊗Q` Πλ|`Eλ = ⊕λ|`Vλ,
eine Zerlegung von GK-Moduln, wobei Vλ := V` ⊗E⊗Q` Eλ eine n-dimensionale
Eλ-Darstellung ist.
Das heißt aber, zum Motiv (M, θ) geho¨rt ein n-dimensionales System von λ-
adischen Darstellungen u¨ber E, etwa
(φλ : GK → Aut(Vλ))λ∈ΣE .
Analog zum System der `-adischen Realisierungen (V`)`, hat dieses System λ-
adischer Darstellungen die folgenden Eigenschaften:
Proposition 2. Sei (φλ : GK → Aut(Vλ))λ∈ΣE ein n-dimensionales System λ-
adischer Darstellungen u¨ber E, das zu einem reinen Motiv mit Koeffizienten in
E auftritt. Dann hat dieses System die folgenden Eigenschaften:
(i)E Das System ist E-rational und strikt kompatibel. Außerdem gilt, daß die kom-
plexen Eigenwerte eines Frobenii (bezu¨glich jeder komplexen Einbettung) densel-
ben Betrag haben.
(ii)E Es existiert eine endliche Ko¨rpererweiterung K ′|K, so daß jedes φλ|GK′ ,
λ|`, bei allen v 6 |` semistabil ist.
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(iii)E Sei fu¨r jede Primzahl ` ein v ∈ ΣK fixiert mit v|`. Fu¨r λ ∈ ΣE, λ|`, sei
Tλ ein Iv-invariantes Gitter fu¨r φλ und Wλ = ⊕ri=1W iλ die Verhalbeinfachung der
Iv-Darstellung Tλ/℘λTλ. Dann existiert ein N0 ∈ N, so daß fu¨r fast alle ` gilt:
Jedes W iλ hat die Struktur eines 1-dimensionalen F`mλhi -Vektorraums (wenn Fλ =
F`mλ der Restklassenko¨rper von Eλ und hi := dimFλ W iλ ist) und es gibt s
λ,i
0 , s
λ,i
1 , ...,
sλ,i(himλ−1) ∈ Z mit |s
λ,i
k | ≤ N0, so daß die Aktion von Iv auf W iλ durch einen Cha-
rakter
θ
sλ,i0 +s
λ,i
1 `+...+s
λ,i
(himλ−1)
`(himλ−1)
himλ
: I tv → F∗`mλhi
gegeben wird.
In (iii)E weiß man genauer, daß feste {d1, ..., ds} ⊂ Z und Vielfachheiten
(ni)i=1,..,s ⊂ Ns mit
∑
ni = nm existieren, so daß fu¨r fast alle ` gilt: jedes
di kommt genau ni-mal in der Familie (s
λ,i
j | λ ∈ ΣE, λ|`; i = 1, ..., r(λ); j =
0, ..., hi(λ)mλ − 1) vor.
Ein System λ-adischer Darstellungen mit den Eigenschaften (i)E, (ii)E, (iii)E,
(iv) wollen wir vereinfacht auch ein
”
motivisches System“ nennen. Der Beweis
von Proposition 2 wird unten gegeben; wir beginnen hier mit einigen Vorbemer-
kungen.
3.3 Bemerkungen zu den Eigenschaften (i)E, (ii)E, (iii)E
Bemerkung 3. Es sei (φλ : GK → GL(Vλ))λ∈ΣE ein System von n-dimensionalen
λ-adischen Darstellungen mit den Eigenschaften (i)E, (ii)E, (iii)E.
(a) Im Spezialfall E = Q sind die Eigenschaften (i)Q, (ii)Q, (iii)Q gerade die
Eigenschaften (i), (ii), (iii′).
(b) Sei K ′|K eine endliche Ko¨rpererweiterung. Dann besitzt auch das System,
das man durch Einschra¨nken auf GK′ erha¨lt, die Eigenschaften (i)
E, (ii)E,
(iii)E.
(c) Auch das System (det ◦φλ : GK → E∗λ)λ∈ΣE besitzt die Eigenschaften (i)E,
(ii)E, (iii)E.
(d) Es sei (ρλ : GK → GL(Wλ))λ∈ΣE ein weiteres, m-dimensionales System, das
die Eigenschaften (i)E, (ii)E, (iii)E besitzt. Dann hat auch das System
(ρλ ⊗ φλ : GK → GL(Wλ ⊗ Vλ))λ∈ΣE die Eigenschaften (i)E, (ii)E, (iii)E.
Beweis. (a) ist klar.
zu (b): (i)E Wenn alle φλ außerhalb S ⊂ ΣK unverzweigt sind, sind die φλ|GK′
außerhalb von S ′ := {v ∈ ΣK′| v|K ∈ S} unverzweigt. Ein Frobeniuselement
relativ zu K ′ ist Potenz eines Frobeniuselementes relativ zu K, also ist etwa
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Fv,φλ|GK′ = F
f
v|K ,φλ . Deshalb sind die Koeffizienten des charakteristischen Poly-
noms von Fv,φλ|GK′ universelle Polynome in den Koeffizienten des charakteristi-
schen Polynoms von Fv|K ,φλ . Daraus folgt sowohl die E-Rationalita¨t als auch die
strikte Kompatibilita¨t.
(iii)E gilt, da K ′|K an fast allen Stellen unverzweigt ist, und deshalb GK und
GK′ an diesen Stellen dieselben Tra¨gheitsgruppen haben.
zu (c): Hier sind (i)E und (ii)E klar. Fu¨r (iii)E sei mit den dortigen Bezeichnun-
gen die Aktion von Iv bzgl. φλ auf W
i
λ gegeben durch
θ
sλ,i0 +s
λ,i
1 `+...+s
λ,i
(himλ−1)
`(himλ−1)
himλ
.
Dann wird die Aktion der Determinante durch
r∏
i=1
θ
(sλ,i0 +s
λ,i
1 `+...+s
λ,i
(himλ−1)
`(himλ−1))(1+`mλ+...+`(hi−1)mλ )
himλ
= θ
tλ0+t
λ
1 `+...+t
λ
(mλ−1)
`(mλ−1)
mλ
mit tλk =
∑r
i=1
∑hi−1
j=0 s
λ,i
k+jmλ
gegeben. Also gilt |tλk | ≤ nN0.
zu (d): (i)E Ist (φλ)λ außerhalb S und (ρλ)λ außerhalb S
′ unverzweigt, so ist die
Darstellung (ρλ⊗φλ)λ außerhalb S ′′ := S∪S ′ unverzweigt. Ist in Q fu¨r ein v 6∈ S ′′
das Polynom
Pv,φλ(T ) = (T − λ1)...(T − λn) = T n + an−1T n−1 + ...+ a0 ∈ E[T ]
und
Pv,ρλ(T ) = (T − µ1)...(T − µm) = Tm + bm−1Tm−1 + ...+ b0 ∈ E[T ],
so ist
Pv,ρλ⊗φλ(T ) = (T − µ1λ1)...(T − µ1λn)(T − µ2λ1)...(T − µmλn)
= (T n + µ1an−1T n−1 + ...+ µn1a0)...(T
n + µman−1T n−1 + ...+ µnma0).
Es ist also der (mn−k)-te Koeffizient dieses Polynoms in Q[a0, ..., an−1][µ1, ..., µm]
und er ist in den µi symmetrisch vom Grad k. Also folgt mit dem Hauptsatz u¨ber
symmetrische Polynome, daß es ein Polynom gk ∈ Q[a0, ..., an−1][t1, ..., tm] gibt,
so daß der (mn− k)-te Koeffizient gleich gk(b0, ..., bm−1) ∈ E ist. Damit gilt (i)E.
Fu¨r (iii)E beachte man, daß
”
Tensorieren mit Reduktion vertauscht“: hat man
ein ρ-invariantes Oλ-Gitter Tρ ⊂ V := Vλ und ein φ-invariantes Gitter Tφ ⊂
W := Wλ, so ist Tρ ⊗ Tφ ⊂ V ⊗W ein ρ ⊗ φ invariantes Oλ-Gitter und fu¨r die
Reduktionen bezu¨glich dieser Gitter gilt
(ρ mod λ)⊗ (φ mod λ) ' (ρ⊗ φ) mod (λ).
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Andererseits erha¨lt man fu¨r eine Kette von (ρ mod λ)-invarianten Fλ-Vektor-
ra¨umen V = V0 ⊃ V1 ⊃ ... ⊃ Vq = 0 und eine Kette von (φ mod λ)-invarianten
Vektorra¨ume W = W0 ⊃ W1 ⊃ ... ⊃ Wr = 0 eine Kette (V ⊗W )i von
(ρ mod λ)⊗ (φ mod λ)-invarianten Fλ-Vektorra¨umen:
V ⊗W = (V ⊗W )0 ⊃ V ⊗W1 + V1 ⊗W = (V ⊗W )1 ⊃ V ⊗W2 + V1 ⊗W ⊃ ...
⊃ V ⊗Wr−1 + V1 ⊗W ⊃ V1 ⊗W ⊃ V1 ⊗W1 + V2 ⊗W ⊃ ... ⊃ 0 = (V ⊗W )qr.
Dabei gilt:
qr−1⊕
i=0
(V ⊗W )i/(V ⊗W )i+1 ' (
q−1⊕
i=0
Vi/Vi+1)⊗ (
r−1⊕
i=0
Wi/Wi+1).
Insgesamt folgt also, daß die Verhalbeinfachung (ρ⊗ φ)ss isomorph zu ρ⊗ φ ist.
Sei nun v|` eine Stelle von K und W ein irreduzibler φ|Iv -invarianter Fλ = F`m-
Vektorraum und V ein irreduzibler ρ|Iv -invarianter Fλ-Vektorraum. Sei dimW =
h und dimV = k. Die Operation der Tra¨gheitsgruppe auf W bzw. V wird dann
also durch Charaktere
θ
sλ0+s
λ
1 `+...+s
λ
(hm−1)`
(hm−1)
hm
bzw.
θ
tλ0+t
λ
1 `+...+t
λ
(km−1)`
(km−1)
km
gegeben. Dabei tra¨gt W nach Voraussetzung die Struktur eines eindimensionalen
F`mh-Vektorraums etwa durch ein A ∈ GLh(Fλ), also Fλ[A] ' Fλh ; V tra¨gt die
Struktur eines eindimensionalen F`mk-Vektorraums etwa durch ein B ∈ GLk(Fλ),
also Fλ[B] ' Fλk . Dann tra¨gt W ⊗V durch A⊗B ∈ GLhk(Fλ) die Struktur eines
ggT(h, k)-dimensionalen Fλ′-Vektorraums wenn λ′ = `mkgV(h,k) ist, denn
Fλ[A⊗B] ' FλkgV(h,k) .
Dann gibt es ein r ∈ {0, ..., hm− 1}, so daß bezu¨glich dieser Struktur die Opera-
tion auf W ⊗ V durch einen Charakter:
θ
`r(sλ0+s
λ
1 `+...+s
λ
(hm−1)`
(hm−1))(1+`hm+...+`(h
′−1)hm)
hh′m
· θ(t
λ
0+t
λ
1 `+...+t
λ
(km−1)`
(km−1))(1+`km+...+`(k
′−1)hm)
kk′m
= θ
(tλ0+s
λ
−r)+...+(t
λ
(km−1)+s
λ
(hm−1−r))`
(kgV(h,k)m−1)
kgV(h,k)m
gegeben wird, wobei kgV(h, k) = h′h = k′k sei und fu¨r negatives j gesetzt sei:
sj := shm+j. Die Betra¨ge der s
λ
i + t
λ
j sind natu¨rlich wieder unabha¨ngig von λ
beschra¨nkt.
Die nun folgende Bemerkung wird uns spa¨ter sehr hilfreich sein.
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Bemerkung 4. Sei λ ∈ ΣE und v|` eine Stelle von K mit fv := [Kv : Q`]. Sei
wie in (iii)E der Fλ-Raum Wλ ein (bezu¨glich ϕ¯λ) Iv-invarianter Raum, auf dem
Iv via I
t
v durch einen Charakter ϑ operiert.
(1) Ist v ∈ ΣK unverzweigt und operiert die Zerlegungsgruppe Zv abelsch, so
gilt ϑ`
fv
= ϑ.
(2) Sei ϑλ = θ
(sλ0+s
λ
1 `+...+s
λ
nλ−1`
(nλ−1))
nλ fu¨r unendlich viele Stellen λ von E mit
|sλi |, |nλ| ≤ N0 ∈ N.
(i) Gilt ϑ`
kλ
λ = ϑλ mit |kλ| ≤ N1 ∈ N, so ist, fu¨r ` >> 0
ϑλ = θ
tλ0+t
λ
1 `+...t
λ
kλ−1`
(kλ−1)
kλ
mit tλs ∈ {sλ0 , sλ1 , ..., sλnλ−1}.
(ii) Sei N2 ∈ N. Dann gilt fu¨r ` >> 0, falls ϑλ nicht der triviale Charakter
ist:
ord(ϑλ(I
t
v)) > N2.
Beweis. zu(1): Sei F ein Element aus der Zerlegungsgruppe Zv ' Gal(Kv/Kv),
dessen Bild in Zv/Iv ' Gal(F`/F`fv ) der Frobenius x 7→ x`fv ist. Dann operiert
die Konjugation mit F auf I tv durch
u 7→ u`fv .
Denn sei x ∈ Kv ein lokaler Parameter, dann ist ein Element aus Gal(Ktrv /Knrv ) '
I tv eindeutig dadurch festgelegt, wie es auf den d-ten (mit (d, `) = 1) Wurzeln x
1/d
operiert. Es ist
θd : Gal(K
nr
v (x
1/d)/Knrv )
∼→ µd,
wobei θd(s) die eindeutig bestimmte d-te Einheitswurzel ist, so daß s(x
1/d) =
θd(s)x
1/d. Sei nun ζ die d-te Einheitswurzel (in Knrv !), so daß F
−1(x1/d) = ζx1/d
ist. Es gilt also fu¨r ein s ∈ Gal(Kv/Knrv ):
FsF−1(x1/d) = Fs(ζx1/d) = F (ζθd(s)x1/d) = (θd(s))`
fv
x1/d = s`
fv
(x1/d),
also FsF−1 ≡ s`fv mod Gal(Kv/Ktrv ).
Da die Darstellung ϕ¯λ auf Zv abelsch ist, ist der Charakter auf I
t
v also unter
Potenzieren mit `fv stabil, d.h. ϑ`
fv
= ϑ.
zu(2)(i): Ist
ϑ = θ
(sλ0+s
λ
1 `+...+s
λ
nλ−1`
(nλ−1))
nλ
= θ
(sλ0+s
λ
1 `+...+s
λ
nλ−1`
(nλ−1))(1+`nλ+...+`(kλ−1)nλ )
nλkλ
= θ
(tλ0+t
λ
1 `+...+t
λ
nλkλ−1`
(nλkλ−1))
nλkλ
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mit tλjnλ+k = s
λ
k fu¨r j = 0, ..., kλ− 1; k = 0, ..., nλ− 1, so wissen wir jetzt, daß die
Ordnung des Bildes `kλ − 1 teilt, also:
`nλkλ − 1
ggT(`nλkλ − 1, (tλ0 + tλ1`+ ...+ tλnλkλ−1`(nλkλ−1)))
∣∣ `kλ − 1,
was a¨quivalent ist zu:
(1 + `kλ + ...+ `(nλ−1)kλ)
∣∣ (tλ0 + tλ1`+ ...+ tλnλkλ−1`nλkλ−1).
Da (tλ0 + t
λ
1`+ ...+ t
λ
nλkλ−1`
nλkλ−1)
= (1 + `kλ + ...+ `(nλ−1)kλ)(tλ(nλ−1)kλ + t(nλ−1)kλ+1`+ ...+ t
λ
nλkλ−1`
(kλ−1))
+(tλ0 − tλ(nλ−1)kλ) + (tλ1 − tλ(nλ−1)kλ+1)`+ ...+ (tλ(nλ−1)kλ−1 − tλnλkλ−1)`(nλ−1)kλ−1
ist, folgt
(1 + `kλ + ...+ `(nλ−1)kλ)
∣∣
(tλ0 − tλ(nλ−1)kλ) + (tλ1 − tλ(nλ−1)kλ+1)`+ ...+ (tλ(nλ−1)kλ−1 − tλnλkλ−1)`(nλ−1)kλ−1.
Da die Koeffizienten vor den `i nur endlich viele Werte annehmen ko¨nnen, ist
aber der linke Ausdruck fu¨r sehr großes ` immer betraglich gro¨ßer als der rechte
(betrachte die Ausdru¨cke als Polynome in `(!)). Deshalb muß der rechte Ausdruck
dann schon null sein. Es folgt:
θ
(sλ0+s
λ
1 `+...+s
λ
nλ−1`
(nλ−1))
nλ = θ
(tλ
(nλ−1)kλ
+t(nλ−1)kλ+1`+...+t
λ
nλkλ−1`
(kλ−1))
kλ
.
zu(2)(ii): Es gilt:
ord(ϑλ(Iv)) := N =
`nλ − 1
ggT(`nλ − 1, sλ0 + sλ1`+ ...+ sλnλ−1`(nλ−1))
,
also
`nλ − 1 ∣∣ Nsλ0 +Nsλ1`+ ...+Nsλnλ−1`(nλ−1)
Wenn wir nun annehmen, daß jedes N < N2 ist, ko¨nnen die Koeffizienten vor den
`i nur endlich viele Werte annehmen und deshalb muß der rechte Ausdruck fu¨r
sehr große ` schon null sein. Dann ist ϑλ aber schon der triviale Charakter.
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3.4 Beweis von Proposition 2
Die Eigenschaften (i)E, (ii)E, (iii)E ko¨nnen wir mit Hilfe von (i),(ii), (iii) bewei-
sen:
Zu (i)E: Der zweite Teil der Aussage ist sofort mit folgenden U¨berlegungen klar:
Nach Auszeichnen einer Basis von Eλ|Q` hat man eine Inklusion GLn(Eλ) ⊂
GLnm(Q`), wenn [Eλ : Q`] = m ist. Dann sind aber die Eigenwerte eines Elemen-
tes A aufgefaßt als Eλ-lineare Abbildung auch Eigenwerte von A aufgefaßt als
Q`-lineare Abbildung; denn das charakteristische Polynom (als Q` lineare Abbil-
dung) χ`A ∈ Q`[T ] ⊂ Eλ[T ] annuliert A, also χ`A(A) = 0, und deshalb wird es
vom Minimalpolynom (als Eλ-lineare Abbildung) µ
λ
A geteilt.
Fu¨r den ersten Teil werden wir tiefgreifendes u¨ber Motive beno¨tigen. Es ist
V` =
⊕
λ|` Vλ ein Objekt in (ModfinGK ,Q`)E1 . Wir benutzen den Isomorphismus
aus dem Beispiel in Kapitel 2:
(V`, θ`) ' (p`(V` ⊗Q E), p`θ′`p`),
wobei p` =
∑
θ`(ei) ⊗ evi war. Wir wollen zeigen, daß das charakteristische Po-
lynom eines Frobenii Fv,φ` mit v 6∈ S ∪ S` Koeffizienten in E ⊂ Q` ⊗Q E hat,
die unabha¨ngig von ` sind. Wegen unseres Isomorphismus ist dies aber a¨quiva-
lent dazu, daß das charakteristische Polynom von Fv,φ` ◦ p`, das ja auf V` ⊗Q E
operiert, Koeffizienten in E ⊂ Q` ⊗Q E hat, die unabha¨ngig von ` sind. Es ist
Fv,φ` ◦ p` = Fv,φ` ◦
m∑
i=1
(θ`(ei)⊗ evi ) =
m∑
i=1
((Fv,φ` ◦ θ`(ei))⊗ evi ).
Nun weiß man aber nach Lemma 1, daß beliebige Produkte F kv,φ`
∏
i θ`(ei)
ki ,
k, ki ∈ N0 charakteristische Polynome mit Koeffizienten in Q haben, die un-
abha¨ngig von ` sind; insbesondere sind also die Spuren unabha¨ngig von ` und in
Q. Nun benutzt fu¨r A ∈ Matn×n(Q` ⊗Q E) die Formel
det(1− AT ) = exp(−
∑
n>0
Tr(An)
n
T n) ∈ (Q` ⊗ E)[T ].
Sie gilt, da sie komponentenweise, also in den Matn×n(Eλ) gilt (z.B. [M] Lem.2.7,
S.186). Wir mu¨ssen also nur noch sehen, daß fu¨r jede natu¨rliche Zahl n die Spur
Tr
(
(
m∑
i=1
((Fv,φ` ◦ θ`(ei))⊗ evi ))n
)
unabha¨ngig von ` ist und in E liegt. Wegen der Additivita¨t der Spur (und da
die Fv,φ` und θ`(ei) alle miteinander kommutieren) reicht es aber, dies fu¨r Spuren
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von Produkten
Tr
(
F
∑
ki
v,φ`
∏
i
θ`(ei)
ki ⊗
∏
i
(evi )
ki
)
=
(
Tr(F
∑
ki
v,φ`
∏
i
θ`(ei)
ki)︸ ︷︷ ︸
∈Q
)⊗∏
i
(evi )
ki
zu sehen, was wir aber eben wegen Lemma 1 wissen.
Zu (ii)E: Diese Eigenschaft folgt sofort aus der Eigenschaft (iii) fu¨r die (V`)`∈P ,
da man hier dieselbe Ko¨rpererweiterung nehmen kann.
Zu (iii)E: Sei W := W iv,λ ein Iv-irreduzibler Fλ-Untervektorraum mit Fλ = F`m
und dimFλ W = h, also dimF` W = hm. Sei dann W0 ein Iv-invarianter, irre-
duzibler F`-Untervektorraum von W , etwa von Dimension k. Dann ist auch die
Fλ-lineare Hu¨lle < W0 >Fλ invariant unter der Iv-Operation, also ist wegen der
Irreduzibilita¨t von W schon < W0 >Fλ= W . Dann gilt aber mit einem primitiven
Element x von Fλ|F` die Gleichheit W =
∑
xiW0. Da Iv ja Fλ-linear operiert,
sind alle xiW0 unter Iv invariante und irreduzible F`-Vektorra¨ume, und deshalb
gibt es ein i0, so daß (als (GK ,Q`)-Moduln)
W = W0 ⊕ xW0 ⊕ ...⊕ xi0−1W0
ist. Nach (iii) hat nun W0 die Struktur eines 1-dimensionalen F`k-Vektorraums,
auf dem Iv durch einen Charakter operiert. D.h. W hat die Struktur eines i0-
dimensionalen F`k-Vektorraums, auf dem Iv durch einen Charakter operiert. Sei
die F`k-Vektorraum-Struktur etwa durch das Element A ∈ GLh(Fλ) ⊂ GLhm(F`)
gegeben, also
F`k ' F`[A].
Da Iv auf dem Fλ-Vektorraum W irreduzibel operiert, muß A irreduzibel ope-
rieren, was aber a¨quivalent dazu ist, daß das charakteristische Polynom u¨ber Fλ
irreduzibel ist. Dann ist aber
Fλ[A] ' Fλh .
Wenn also Iv auf den x
iW0 durch einen Charakter
θ
s0+s1`+...+s(k−1)`(k−1)
k : I
t
v → F∗`k
operiert, operiert Iv auf W durch einen Charakter
θ
(s0+s1`+...+s(k−1)`(k−1))(1+`k+...+`(k(i0−1)))
ki0
= θ
s0+s1`+...+s(k−1)`(k−1)+s0`k+...+s(k−1)`(ki0−1)
mh : I
t
v → F∗λh .
Damit folgt die Behauptung.
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4 U¨ber Systeme, die von algebraischen Hecke-
charakteren kommen
Die Definitionen und Aussagen in 4.1 und 4.2 findet man zum Beispiel in dem
Buch
”
Periods of Hecke Characters“ von N. Schappacher.
4.1 Algebraische Heckecharaktere
Seien K und E Zahlko¨rper, f ein ganzes Ideal von K (ungleich null) und T =∑
nσσ ∈ Z[Hom(K,Q)] eine Z-Linearkombination von Einbettungen von K in
einen fixen algebraischen Abschluß Q von Q.
Definition 5. Ein algebraischer Heckecharakter χ von K mit Werten in E, mit
Unendlich-Typ T und einem Fu¨hrer, der f teilt, ist ein Gruppenhomomorphismus
χ : IKf −→ E∗
von der Gruppe IKf der Ideale von K prim zu f in die multiplikative Gruppe von
E, so daß zusa¨tzlich gilt: fu¨r jedes Hauptideal (α) ∈ IKf mit α ≡ 1 mod f und α
total positiv (d.h. σ(α) > 0 fu¨r alle reellen Einbettungen σ : K ↪→ R; Bezeichnung:
α >> 0) hat man:
χ((α)) = T (α) :=
∏
σ∈Hom(K,Q)
σ(α)nσ .
Dabei kann fu¨r eine Zahl α ∈ K∗ die Bedingung α ≡ 1 mod f so definiert wer-
den, daß sich α als Quotient von zwei ganzen Zahlen α1, α2 schreiben la¨ßt, fu¨r die
αi ≡ 1 mod f gilt. Hat man f|f′, so wird ein Charakter mit Fu¨hrer, der f teilt, mit
dem Charakter mit Fu¨hrer, der f′ teilt, identifiziert, den man durch Einschra¨nken
auf IKf′ ⊂ IKf erha¨lt. Das kleinste ganze Ideal f (bzgl. Teilbarkeit), fu¨r das sich χ
zu einem Charakter auf IKf fortsetzen la¨ßt, heißt der Fu¨hrer von χ (Bezeichnung:
fχ).
Nun tritt aber im allgemeinen nicht jedes T =
∑
nσσ ∈ Z[Hom(K,Q)] als
Unendlich-Typ eines algebraischen Heckecharakters von K mit Werten in E auf.
Damit der Heckecharakter Werte in E hat, ist es offenbar notwendig, daß T u¨ber
E definiert ist, d.h. fu¨r jedes τ ∈ Gal(Q/E) gilt nτσ = nσ. Außerdem muß nach
Definition der Unendlich-Typ eines algebraischen Heckecharakters alle Einheiten
aus Ef := {a ∈ O∗K |a ≡ 1 mod f und a >> 0} auf 1 abbilden. Deshalb gilt:
Bemerkung 6. Fu¨r den Unendlich-Typ T =
∑
nσσ eines algebraischen Hecke-
charakters χ : IKf −→ E∗ ist die Homogenita¨tsbedingung erfu¨llt, d.h. es existiert
ein w ∈ Z, so daß fu¨r jede Einbettung Q ↪→ C und die dadurch induzierte kom-
plexe Konjugation σ 7→ σ auf Hom(K,Q) gilt:
nσ + nσ = w.
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Man nennt dann w das Gewicht von T (oder χ). Besitzt insbesondere K eine
reelle Einbettung, so gilt w ∈ 2Z.
Beweis. Diese Tatsache folgt mit dem Beweis des Dirichletschen Einheitensat-
zes. Man halte sich z.B. an das Buch von Neukirch ([N], ab Seite 30) und wa¨hle
t := r + s − 1 Grundeinheiten 1, ..., t von K aus, wobei r die Anzahl der re-
ellen Einbettungen und s die Anzahl der Paare von komplexen Einbettungen
K ↪→ C sei. Die Abbildung j : K → KC :=
∏
τ : K↪→CC, a 7→ (τ(a))τ , la¨ßt sich auf
den Minkowskiraum KR (der unter der Involution F : KC → KC, (zτ )τ 7→ (zτ )τ
invariante Unterraum von KC) einschra¨nken (man hat also j : K → KR), und
aus der Logarithmusabbildung l : K∗C →
∏
τ R, (zτ )τ 7→ (log |zτ |)τ erha¨lt man
l : K∗R → Rr+s. Im Beweis sehen wir, daß die {(aki )k=1,...,r+s := l(j(i))}i=1,...,t ge-
rade den t-dimensionalen Spur-Null-Unterraum von Rr+s aufspannen. Nun liegt
aber fu¨r jede Grundeinheit eine Potenz schon in Ef und fu¨r Potenzen der i gel-
ten dieselben U¨berlegungen. Deshalb ko¨nnen wir annehmen, daß die i ∈ Ef
sind. Nehmen wir also jetzt unseren Unendlich-Typ T =
∑
nσσ her, so ist
(τ(i)
nτ+nτ )τ ∈ KR und es gilt
T (i)T (i) =
∏
τ
(τ(i))
nτ+nτ = 1
fu¨r jedes i ∈ {1, ..., t}. Wenden wir darauf l an, so erhalten wir:
2nσ1a
i
1 + ...+ 2nσra
i
r + (nσr+1 + nσr+1)a
i
r+1 + ...+ (nσr+s + nσr+s)a
i
r+s = 0,
wenn σ1, ..., σr die reellen und σr+1, σr+1, ..., σr+s, σr+s die Paare komplexer Ein-
bettungen sind. Da aber die {(aki )k=1,...,r+s}i=1,...,t die gesamte Spur-Null-Hyper-
ebene aufspannen, ist der Lo¨sungsraum von
(aki )ikx = 0
eindimensional, also mu¨ssen die Koeffizienten der Summen alle gleich sein: das
heißt es gibt ein w(∈ Z), so daß w = nσ + nσ ist fu¨r alle σ.
Daraus folgt genauer:
Corollar 7. Sei χ : IKf −→ E∗ ein algebraischer Heckecharakter mit Gewicht w.
Dann gilt fu¨r jede komplexe Konjugation von E die Gleichheit:
χ · χ = NwK|Q,
wobei NK|Q(a) := #(OK/a) ist fu¨r ein ganzes Ideal a von K.
Beweis. Man beachte zuna¨chst, daß die Untergruppe Pf der Ideale (α) mit α
total positiv und α ≡ 1 mod f von endlichem Index in IKf ist: der Quotient ist
Cf, die zum Ko¨rper K geho¨rige Strahlklassengruppe mod f. Das heißt aber, daß
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es eine natu¨rliche Zahl cf gibt, so daß fu¨r jedes a ∈ IKf gilt: acf ∈ Pf. Nun ist
χ ·χ ·N−wK|Q : IKf → R∗+ auf Pf trivial, und da R∗+ keine Torsion hat, ist es auf ganz
IKf trivial.
Nun interessiert uns die Frage, zu welchen T =
∑
nσσ ∈ Z[Hom(K,Q)],
die u¨ber E definiert sind, es algebraische Heckecharaktere von K gibt. Dazu
u¨berlegen wir zuna¨chst, daß zu jedem solchen T , das die Homogenita¨tsbedingung
(mit Gewicht w ∈ Z) erfu¨llt, ein ganzes Ideal m von K existiert, so daß fu¨r
α ∈ Em = {a ∈ O∗K |a ≡ 1 mod m und a >> 0} schon T (α) = 1 folgt. Fu¨r jede
komplexe Konjugation und jedes α ∈ O∗K gilt:
|T (α)|2 = NK|Q((α))w = 1.
Also hat fu¨r jede Einheit α das Bild T (α) fu¨r jede Einbettung σ : E → C den
Betrag 1. Das erfu¨llen aber bekanntlich nur die Einheitswurzeln µ(E), also gilt
T (O∗K) ⊂ µ(E). Da µ(E) endlich ist, ist der Kern H von T in O∗K von endlichem
Index. Mit einem Satz von Chevalley ([Ch],Theorem1) folgt, daß es ein Ideal m
von K gibt, so daß T (Em) = 1 ist. Zur Existenz von algebraischen Heckecharak-
teren zu einem Unendlich-Typ hat man nun:
Bemerkung 8. Es sei ein T =
∑
nσσ ∈ Z[Hom(K,Q)] u¨ber E definiert und
erfu¨lle die Homogenita¨tsbedingung. Dann gibt ein Ideal m von K und einen al-
gebraischen Heckecharakter χ : IKm −→ E∗1 mit Unendlich-Typ T und Werten in
einer endlichen Erweiterung E1 von E.
Beweis. Wir wa¨hlen m wie gerade gesehen, so daß T (Em) = 1 ist. Dann ist
χ : Pm → E∗, definiert durch (α) 7→ T (α), ein wohldefinierter Gruppenhomo-
morphismus. Da Q∗ eine divisible abelsche Gruppe ist, kann man den Homo-
morphismus auf IKm fortsetzen. Da der Index von Pm in I
K
m endlich ist, erhalten
wir so schon einen Gruppenhomomorphismus χ : IKm −→ E∗1 in die multiplikative
Gruppe einer endlichen Ko¨rpererweiterung E1 von E.
Wir haben gesehen, daß eine besondere Art von algebraischem Heckecharakter
die Norm
NK|Q : IKf −→ Q∗
und ihre ganzzahligen Potenzen NdK|Q sind. Der Fu¨hrer dieses Heckecharakters ist
offenbar das triviale Ideal (1). Die Unendlich-Typen sind hier von der Form T =∑
dσ. Im Beweis von Corollar 7 haben wir implizit gesehen, daß es andersrum
zu jedem algebraischen Heckecharakter χ mit Unendlich-Typ T =
∑
dσ einen
Charakter µ von endlicher Ordnung gibt, so daß χ = µNdK|Q ist. Fu¨r gewisse
Zahlko¨rper K treten nur solche algebraischen Heckecharaktere auf, wie wir im
na¨chsten Lemma sehen werden. Dazu definieren wir: Eine algebraische Zahl α
heißt vom CM-Typ, wenn es ein (notwendig eindeutiges) Konjugiertes α′ ∈ Q
von α gibt, so daß fu¨r alle Einbettungen Q(α, α′) τ↪→ C gilt: τ(α) = τ(α′).
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Lemma 9. Sei χ : IKf −→ E∗ ein algebraischer Heckecharakter vom Gewicht w.
Sind alle Zahlen von K, die vom CM-Typ sind, total reell, so ist w gerade und
es gibt einen Charakter µ von endlicher Ordnung, so daß
χ = µN
w/2
K|Q
ist.
Beweis. Sei K ′ der Teilko¨rper von K, der aus allen Zahlen, die vom CM-Typ
sind, besteht. Nach Voraussetzung ist hier also K ′ total reell. Wir wollen nun
aber fu¨r den allgemeinen Fall zeigen:
(∗) σ1|K′ = σ2|K′ ⇒ nσ1 = nσ2 .
Denn dann haben wir fu¨r unseren speziellen Fall mit K ′ total reell fu¨r jedes
σ ∈ Hom(K,Q) und irgendeine Konjugation: w = nσ + nσ = 2nσ, da σ|K′ =
σ|K′ = σ|K′ ist.
Nun also zum Beweis von (∗): Auf HomQ(K,Q) hat man bekanntlich die A¨quiva-
lenzrelation σ1 ∼1 σ2 :⇔ σ1|K′ = σ2|K′ , deren A¨quivalenzklassen alle die Kar-
dinalita¨t [K : K ′] haben. Wir betrachten jetzt außerdem die folgende A¨qui-
valenzrelation ∼2 auf HomQ(K,Q) : zwei Einbettungen σ1 und σ2 seien genau
dann a¨quivalent, wenn es eine gerade Anzahl 2r von komplexen Konjugationen
C1, ..., C2r ∈ GQ gibt, so daß
σ1 = C1 ◦ ... ◦ C2r ◦ σ2
ist. Da offenbar wegen der Homogenita¨tsbedingung nσ = nC1◦...◦C2r◦σ ist, reicht
es jetzt fu¨r den Beweis von (∗), folgende Behauptung zu zeigen:
Beh. : [σ]∼1 = [σ]∼2 .
”
⊇“Auf K ′ gibt es nur eine Konjugation, also ist C1 ◦ ... ◦ C2r ◦ σ|K′ = σ|K′ .
”
⊆“Sei x0 ∈ K ein primitives Element von K|K ′ und sei s ∈ N die Kardina-
lita¨t von [σ]∼2 = {σ1, ..., σs}. Bezeichne mit Kn die normale Hu¨lle von K und
mit Kn′ den Teilko¨rper der CM -Elemente von Kn. Dann liegt fu¨r alle elemen-
tarsymmetrischen Polynome Pn(x1, ..., xs) vom beliebigem Grad n ∈ N die Zahl
Pn(σ1(x0), ..., σs(x0)) in K
n und fu¨r zwei komplexe Konjugationen Ci, Cj gilt
Ci ◦ Cj(Pn(σ1(x0), ..., σs(x0))) = Pn(σ1(x0), ..., σs(x0)).
Also sind die Pn(σ1(x0), ..., σs(x0)) insbesondere in K
n′ enthalten, und es gibt
also ein Polynom mit Koeffizienten in Kn′, vom Grad s, das x0 annuliert. Die
Ko¨rpererweiterung Kn′(x0)|Kn′ ist also ho¨chstens vom Grad s. Nun ist aber
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Kn′|Q galoissch und es ist Kn′ ∩K = K ′.
Kn′(x0)
vv
vv
vv
vv
v
NNN
NNN
NNN
NN
Kn′
III
III
III
I K = K
′(x0)
ooo
ooo
ooo
ooo
K ′
Deshalb ist s ≥ [Kn′(x0) : Kn′] = [K ′(x0) : K ′] = [K : K ′]. Da wir die andere
Inklusion bereits gezeigt haben, folgt damit die Behauptung.
4.2 Darstellungen zu algebraischen Heckecharakteren
Zuna¨chst mu¨ssen wir einige Notationen einfu¨hren:
Mit ΓK bezeichnen wir die Menge der Einbettungen von K in einen festen
algebraischen Abschluß Q von Q. Sei ein Zahlko¨rper E vorgegeben. Fu¨r jede
endliche Stelle λ von E fixiere eine Bewertung vλ|λ von Q und bezeichne mit
Qλ die Vervollsta¨ndigung von Q bezu¨glich vλ und mit pλ das maximale Ideal
von Qλ. Zu jedem σ ∈ ΓK geho¨rt ein eindeutiger Homomorphismus von Q`-
Algebren σλ : K` → Qλ, wobei K` := K ⊗Q Q` =
∏
v|`Kv sei. Dabei ist der
Q`-Algebrenhomomorphismus σλ trivial auf allen Komponenten Kv außer auf
einer, na¨mlich gerade der, deren Bewertung v a¨quivalent zu vλ ◦ σ ist. Wir be-
zeichnen zu einer festen Bewertung v ∈ ΣK die Menge derjenigen σ ∈ ΓK , fu¨r die
vλ ◦ σ a¨quivalent zu v ist, mit ΓK(v).
Mit IK bezeichnen wir die Idelegruppe von K; fu¨r a ∈ IK sei a` ∈ K` die Kom-
ponente bei `; fu¨r eine endliche Teilmenge S ⊂ ΣK , fixiere einen Modulus von
K, d.h. ein Tupel m = (mv)v∈S mit mv ganze Zahlen ≥ 1. Fu¨r einen Modulus m
definieren wir:
Uv,m :=

R+ falls v reell
C∗ falls v komplex
Uv := {x ∈ Kv| v(x) = 0} falls v ∈ ΣK \ S
Umvv := {x ∈ Uv| v(1− x) ≥ mv} falls v ∈ S
Ein Um :=
∏
v
Uv,m ist eine offene Untergruppe von IK .
Es sei nun ein algebraischer Heckecharakter
χ : IKf −→ E∗
mit Unendlich-Typ T =
∑
nσσ ∈ Z[Hom(K,Q)] und f =
∏s
i=1 ℘
mi
i gegeben. Wir
definieren zuna¨chst den Gruppenhomomorphismus
ϕχ : IK −→ E∗
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von der Gruppe der Idele von K in die multiplikative Gruppe von E wie folgt:
Fu¨r ein a := (av)v ∈ IK gibt es nach Approximationssatz ein x ∈ K∗, so daß
fu¨r jede reelle Stelle v von K gilt, daß xav ∈ R+ ist und fu¨r die zu den Teilern
℘i von f geho¨rigen Stellen v℘i , daß xav℘i ≡ 1 mod ℘mii ist. Das heißt aber, daß
das Produkt a(xa) :=
∏
℘ ℘
v℘(xav) u¨ber alle Primideale von K in IKf liegt. Wir
definieren:
ϕχ(a) := χ(a(xa)) ·
∏
σ∈ΓK
σ(x)−nσ .
Dies ist ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus. Denn wenn fu¨r x, y ∈
K∗, a ∈ IK sowohl xa als auch ya die geforderten A¨quivalenzen erfu¨llen, gilt
xy−1 >> 0 und xy−1 ≡ 1 mod f. Also ist dann
χ(a(xa)) ·
∏
σ
σ(x)−nσ = χ(a(ya)) · χ((xy−1)) ·
∏
σ
σ(x)−nσ =
χ(a(ya)) ·
∏
σ
σ(xy−1)nσ
∏
σ
σ(x)−nσ = χ(a(ya)) ·
∏
σ
σ(y)−nσ .
Das so definierte ϕχ hat folgende Eigenschaften:
(i) ϕ−1χ (1) ist offen in IK .
(ii) ϕχ|K∗ = T : K∗ → E∗.
(iii) ϕχ(pi℘) = χ(℘) fu¨r alle Primideale von K mit ℘ 6 |f.
Dabei steht pi℘ fu¨r irgendein Idel, das an der zu ℘ geho¨rigen Stelle v℘ einen lokalen
Parameter von Kv℘ als Komponente hat, und an allen anderen Stellen die 1 hat.
Zu (i): Dies gilt, da Uf ⊂ ϕ−1χ (1) ist. Zu (ii): Es ist zu x ∈ K∗ offensichtlich
xx−1 >> 0 und xx−1 ≡ 1 mod f, und deshalb gilt: ϕχ(x) =
∏
σ σ(x
−1)−nσ =∏
σ σ(x)
nσ = T (x). Zu (iii): klar.
Nun liefert uns außerdem T fu¨r jede endliche Bewertung λ von E einen stetigen
Gruppenhomomorphismus
Tλ : IK −→ E∗λ
durch
Tλ(a) :=
∏
σ∈ΓK
σλ(a`)
nσ ,
fu¨r den Tλ|K∗ = T gilt. Da K dicht in IK liegt, hat Tλ tatsa¨chlich Werte in Eλ.
Jetzt ko¨nnen wir fu¨r jede endliche Stelle λ von E den Homomorphismus
χλ : IK → E∗λ
durch χλ := ϕλ·T−1λ definieren. Offenbar faktorisiert er u¨ber die Idelklassengruppe
und ist stetig. Da Eλ total unzusammenha¨ngend ist, entha¨lt kerχλ die Zusam-
menhangskomponente der 1 in IK . Deshalb erhalten wir nach Klassenko¨rpertheo-
rie eine λ-adische abelsche Galoisdarstellung
χλ : Gal(K
ab/K) −→ E∗λ,
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wobei Kab die maximale abelsche Erweiterung von K in einem algebraischen Ab-
schluß K sei. Diese Darstellung hat gerade die charakterisierende Eigenschaft,
daß sie außerhalb des Tra¨gers von f unverzweigt ist, und das Bild eines Frobe-
niuselements zum Ideal ℘ gerade χ(℘) ist. Fu¨r jeden Teilko¨rper M von E mit
[E : M ] = m erha¨lt man ein System von m-dimensionalen abelschen µ-adischen
Darstellungen: jedes Eλ mit λ|µ ist ein [Eλ :Mµ]-dimensionaler Mµ-Vektorraum,
also ist χµ := ⊕λ|µχλ eine m-dimensionale µ-adische abelsche Darstellung.
Bemerkung 10. Sei χ ein algebraischer Heckecharakter und es sei
(χλ : GK → GL(Vλ))λ∈ΣE
ein zugeho¨riges System von λ-adischen Darstellungen. Dann gilt: (χλ)λ ist ein
System von halbeinfachen Darstellungen und hat die Eigenschaften (i)E, (ii)E,
(iii)E, (iv).
Beweis. zu (i)E: Sei E ′|E ein Zahlko¨rper und χ : IKf −→ E ′∗. Offenbar ist χλ an
einer Stelle v 6 |` außerhalb des Tra¨gers von f unverzweigt. Sei also v ∈ ΣK teiler-
fremd zu f und `, dann ist also χ(℘v) ∈ E ′. Dann ist aber das Frobeniuspolynom
Pv(T ) = detE(1 − Tχ(℘v)) ∈ E[T ], wenn man χ(℘v) als die Multiplikation im
E-Vektorraum E ′ betrachtet.
zu (ii)E: Sei Kf der Strahlklassenko¨rper zum Modul f. Dann ist jede Darstellung
χλ|GKf an allen Stellen, die nicht u¨ber ` liegen, unverzweigt.
zu (iii)E: Wir mu¨ssen nur (iii′) zeigen, da wir nach 3.4 wissen, daß daraus (iii)E
folgt. Sei v eine Stelle von K u¨ber `, die teilerfremd zum Ideal f ist und wo K|Q
unverzweigt ist. Uns interessiert χλ|Iv . Wir interessieren uns damit fu¨r die Ein-
schra¨nkung auf die Einheitengruppe Uv, wenn wir den Homomorphismus wieder
mittels des Normrestsymbols als Homomorphismus der Idelegruppe auffassen, al-
so χλ|Uv = ϕλT−1λ |Uv . Da v teilerfremd zu f ist, ist ϕλ|Uv ≡ 1, also χλ|Uv = T−1λ |Uv .
Das Bild ist schon im Ring der ganzen Zahlen von Eλ enthalten (da GK kompakt
ist). Sei ℘λ das maximale Ideal, dann ko¨nnen wir also die Reduktion betrachten:
T−1λ |Uv : Uv −→ Fλ∗ x 7→
∏
σ∈ΓK(v)
σλ(x
−1)nσ mod ℘λ.
Nun entsprechen diese Homomorphismen
x 7→ σλ(x−1) mod ℘λ
fu¨r die fv = [Kv : Q`] = |ΓK(v)| verschiedenen σ ∈ ΓK(v) gerade den fundamen-
talen Charakteren vom Niveau fv (siehe [Se72], 4.2 im Beweis von Lemma 4. Da
F`
∗
keine Elemente der Ordnung ` entha¨lt, faktorisiert die Darstellung u¨ber die
zahmen Tra¨gheitsgruppe I tv.) Das heißt, daß die s
`,i
j aus Eigenschaft (iii
′) aus der
Menge der nσ gewa¨hlt werden ko¨nnen.
zu (iv): Fu¨r jede Stelle v|` ist die Darstellung χλ|Gal(Kv/Kv) lokal algebraisch: es
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ist χλ|Uv,f =
∏
σ∈ΓK(v) σ
−nσ , was zum Beispiel nach Proposition 2 in [Se68], III-3
gerade beweist, daß χλ|Gal(Kv/Kv) lokal algebraisch ist. Dann ist die Darstellung
aber auch vom Hodge-Tate Typ ([Se68], III-7: Theorem (Tate)).
Bemerkung 11. Betrachte den Heckecharakter χ = NK|Q : IKf −→ Q∗. Dann ist
das zugeho¨rige System `-adischer Darstellungen
(χ`)`∈P = (χcyc,`)`∈P
das System der zyklotomischen Charaktere.
Beweis. Folgt sofort, da fast u¨berall unverzweigte halbeinfache Darstellungen in
Charakteristik null durch die Spuren der Frobenii eindeutig festgelegt sind.
Wir wollen folgende Bezeichnungen einfu¨hren:
Definition 12. Sei (φλ : GK → GL(Vλ))λ∈ΣE ein System von n-dimensionalen
λ-adischen Darstellungen u¨ber E. Wenn es algebraische Heckecharaktere χi mit
Werten in Zahlko¨rpern Ei|E gibt, so daß die Verhalbeinfachungen φλss isomorph
zu den Summen der λ-adischen Darstellungen χiλ sind, dann sagen wir das Sy-
stem (φλ)λ wird durch algebraische Heckecharaktere gegeben. Gibt es eine end-
liche Ko¨rpererweiterung K ′|K, so daß das System (φλ|GK′ )λ durch algebraische
Heckecharaktere gegeben wird, so ist (φλ)λ potentiell durch algebraische Hecke-
charaktere gegeben.
4.3 Serres/Ribets Kriterium dafu¨r, daß ein System durch
algebraische Heckecharaktere gegeben wird
Wenn man fu¨r einen Ko¨rper F eine abelsche Darstellung ρ : GK → AutF (V ) hat,
so kann man sie via dem globalen Normrestsymbol als Darstellung von IK auffas-
sen. Eine n-dimensionale, abelsche, halbeinfache Darstellung wird dann durch n
Charaktere ϑi : IK → F ∗ gegeben. Das folgende Theorem von Ribet ist die Ver-
allgemeinerung des entsprechenden Satzes von Serre fu¨r `-adische Darstellungen.
Theorem 13 (Ribet). Es sei (φλ : GK → GLn(Eλ))λ∈Σ ein E-rationales, strikt-
kompatibles System halbeinfacher λ-adischer Darstellungen. Außerdem existiere
eine unendliche Teilmenge Λ ⊂ ΣE, so daß fu¨r ein λ ∈ Λ die Darstellung φλ eine
abelsche Reduktion ϕ¯λ hat und die Menge {ϕ¯λ | λ ∈ Λ} folgendes erfu¨llt:
Bezeichne mit ϕ¯λ
i : IK → F∗` , i = 1, ..., n, die Charaktere, die man zu ϕ¯λ ∈
{ϕ¯λ | λ ∈ Λ} erha¨lt, wenn man sie als Darstellung u¨ber F` auffaßt.
Es existiert ein Modulus m von K, eine Zahl N ∈ N0 und zu jedem ϕ¯λi fu¨r jede
Einbettung σ ∈ ΓK eine Zahl n(λ, i, σ) ∈ Z mit |n(λ, i, σ)| ≤ N , so daß fu¨r jedes
x ∈ Um gilt:
ϕ¯λ
i(x) ≡
∏
σ∈Γ
σ`(x
−1
` )
n(λ,i,σ) mod pλ.
Dann ist (φλ)λ durch algebraische Heckecharaktere von K gegeben.
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Beweis. Das Theorem mit Beweis findet sich in [Ri76] als
”
The Second Main
Theorem“. Man beachte aber, daß Ribet in seinem Theorem als Behauptung nur
formuliert, daß das System abelsch ist. In seinem Beweis zeigt er aber genauer,
daß es durch algebraische Heckecharaktere gegeben wird.
4.4 Kriterien dafu¨r, daß ein motivisches Systeme durch
algebraische Heckecharaktere gegeben wird
Aus dieser Erkenntnis Serres bzw. Ribets ko¨nnen wir ein scho¨nes Kriterium dafu¨r
herleiten, daß ein motivisches System λ-adischer Darstellungen von algebraischen
Heckecharakteren kommt: es reicht, wenn unendlich viele Reduktionen abelsch
sind.
Satz 14. Sei E ein Zahlko¨rper und (φλ : GK → Aut(Vλ))λ∈ΣE ein n-dimen-
sionales λ-adisches System u¨ber E mit den Eigenschaften (i)E, (ii)E, (iii)E. Das
System (φλ)λ ist genau dann durch algebraische Heckecharaktere gegeben, wenn
es eine unendliche Teilmenge Λ ⊂ ΣE gibt, so daß fu¨r jedes λ ∈ Λ gilt, daß die
Reduktion ϕ¯λ abelsch ist.
Beweis:. Sei Λ′ ⊂ Λ die Menge der λ ∈ Λ, wo K|Q unverzweigt ist und Eigen-
schaft (iii)E gilt. Wir wollen auf die Verhalbeinfachung (φλ
ss)λ unseres Systems,
auf eine unendliche Teilmenge von Λ′ und die natu¨rliche Zahl N0 aus Eigen-
schaft (iii)E Satz 13 anwenden. Sei λ ∈ Λ′ und Fλ = F`m . Dann ist ϕ¯λ eine
nm-dimensionale abelsche F`-Darstellung. Die zugeho¨rigen nm Charaktere, via
globalem Normrestsymbol aufgefaßt als Charaktere der Idelegruppe IK von K,
seien mit
ϕ¯kλ : IK −→ F
∗
` k = 1, ..., nm
bezeichnet. Mit Hilfe von Eigenschaft (ii)E finden wir einen geeigneten Modul m
von K mit endlichem Tra¨ger, so daß fu¨r alle v 6 |` und x ∈ Uv,m gilt:
ϕ¯kλ(x) = 1 k = 1, ..., nm.
Das heißt, wir mu¨ssen jetzt nur noch die Stellen v ∈ ΣK mit v|` betrachten.
Sei also ein festes v|` vorgegeben. Nach Eigenschaft (iii)E wissen wir, daß die
Operation von Iv auf der VerhalbeinfachungWλ =
⊕r
i=1W
i
λ (mit dimFλ W
i
λ = hi)
durch Charaktere
θ
sλ,i0 +s
λ,i
1 `+...+s
λ,i
(him−1)`
(him−1)
him
: I tv → F∗λhi
gegeben ist. Die nm Charaktere der F`-Darstellung ϕ¯λ sind also
θ
(sλ,i0 +s
λ,i
1 `+...+s
λ,i
(him−1)`
(him−1))`j
him
: I tv → F
∗
`
i = 1, ..., r; j = 0, ...,mhi − 1.
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Nun entsprechen andererseits die
σ` ◦ i : Uv,m → F∗` , x 7→ σ`(x−1` ) mod pλ
mit σ ∈ Γ(v) gerade den fv fundamentalen Charakteren von Niveau fv = [Kv :
Q`] = Γ(v) (siehe [Se72], 4.2 und vergleiche Beweis von Bemerkung 10). Mit
Bemerkung 4 wissen wir fu¨r alle i und j, falls ` >> 0, daß
θ
(sλ,i0 +s
λ,i
1 `+...+s
λ,i
(him−1)`
(him−1))`j
him
= θ
tλ,i0 +t
λ,i
1 `+...+t
λ,i
(fv−1)`
(fv−1)
fv
mit tλ,is ∈ {sλ,i0 , sλ,i1 ..., sλ,i(him−1)} ist, also |tλ,is | ≤ N0. Damit gilt fu¨r alle x ∈ Uv,m:
ϕ¯kλ(x) =
∏
σ∈Γ(v)
σ`(x
−1
` )
nσ mod pλ
mit (nσ)σ eine geeignete Auswahl der t
λ,i
s .
Im Kriterium von Satz 14 beno¨tigen wir Aussagen u¨ber unendlich viele der
Darstellungen φλ. Es ist aber auch richtig, daß ein motivisches System genau dann
durch algebraische Heckecharaktere gegeben ist, wenn eine der Darstellungen φλ
von algebraischen Heckecharakteren kommt.
Bemerkung 15. Sei E ein Zahlko¨rper und (φλ : GK → Aut(Vλ))λ∈ΣE ein strikt
kompatibles System λ-adischer Darstellungen u¨ber E. Gibt es ein λ0 ∈ ΣE, so daß
φλ0 durch algebraische Heckecharaktere gegeben wird, so wird das ganze System
durch algebraische Heckecharaktere gegeben.
Beweis. Seien χi algebraische Heckecharaktere, so daß φ
ss
λ0
isomorph zu ⊕χiλ0 ist.
Da Kompatibilita¨t transitiv ist, sind fu¨r jedes λ ∈ ΣE die Darstellungen φλss und
⊕χiλ kompatibel. Fast u¨berall unverzweigte, halbeinfache Galois-Darstellungen
in Charakteristik 0 sind aber durch die Spuren der Frobenii bis auf Isomorphie
festgelegt, deshalb gilt φλ
ss ' ⊕χiλ. Also wird (φλ)λ durch algebraische Hecke-
charaktere gegeben.
Eine triviale Folgerung aus Satz 14 ist, daß ein abelsches motivisches System
immer durch algebraische Heckecharaktere gegeben ist. Wir ko¨nnen aber ein viel
sta¨rkeres Resultat beweisen: wenn es ein einziges λ ∈ ΣE gibt, dessen Darstellung
φλ vom Hodge-Tate Typ ist (sei es, weil λ eine der Stellen ist, wo φλ kristallin ist,
oder weil wir auch Eigenschaft (iv) an unser System fordern) und abelsches Bild
φλ(GK) hat, so ist schon das ganze System durch algebraische Heckecharaktere
gegeben.
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Satz 16. Hat man ein strikt kompatibles System (φλ : GK → GL(Vλ))λ∈ΣE von
λ-adischen Darstellungen u¨ber E, und gibt es eine Stelle λ0 ∈ ΣE, deren Dar-
stellung φssλ0 abelsch und vom Hodge-Tate Typ ist, so ist das System (φλ)λ durch
algebraische Heckecharaktere gegeben.
Beweis. Wir zeigen, daß φssλ0 durch algebraische Heckecharaktere gegeben ist,
denn dann folgt mit Bemerkung 15 die Behauptung. Sei ohne Einschra¨nkung die
abelsche Darstellung φssλ0 einfach. Dann ist aber auch die Einschra¨nkung auf jede
Tra¨gheitsgruppe Iv (mit v|`) halbeinfach: Es operiere φssλ0(Iv) auf 0 6= Wλ0 ⊂ Vλ0
irreduzibel. Dann operiert φssλ0(Iv) fu¨r jedes g ∈ φssλ0(GK) auf gWλ0 einfach, und es
gibt Repra¨sentanten g1, ..., gs von φ
ss
λ0
(GK)/φ
ss
λ0
(Iv), so daß Vλ0 =
⊕
i=1,...,s giWλ0
ist.
Außerdem ist die `-adische Darstellung φssλ0 vom Hodge-Tate Typ, da die Eigen-
schaft, vom Hodge-Tate Typ zu sein, stabil unter Bildung von Unterdarstellun-
gen, Quotienten und Summen ist (siehe [Fo] 1.5). Ein Theorem von Tate ([Se68]
III.7) sagt, daß eine `-adische Darstellung mit diesen beiden Eigenschaften lokal
algebraisch ist. Ribet zeigt, daß dies dafu¨r ausreicht, daß φssλ0 auch als λ-adische
Darstellung lokal algebraisch ist ([Ri76] Prop. 1.5.3.). Im selben Text liefert sein
erstes Haupttheorem (Theorem MT 1), daß eine abelsche, E-rationale, halbeinfa-
che, lokal algebraische λ-adische Darstellung durch algebraische Heckecharaktere
gegeben wird.
Wir haben also zwei recht verschiedene Kriterien dafu¨r erhalten, daß ein mo-
tivisches System von Darstellungen von algebraischen Heckecharakteren kommt.
Bei Satz 14 braucht man nur die Reduktion, aber an unendlich vielen Stellen von
E, und bei Satz 16 braucht man nur eine Stelle λ von E, aber dafu¨r die volle
λ-adische Darstellung!
4.5 Beispiele motivischer Systeme, die durch algebraischen
Heckecharakteren gegeben sind
Eine triviale Folgerung aus dem letzten Abschnitt ist:
Corollar 17. Sei E ein Zahlko¨rper und (φλ : GK → Aut(Vλ))λ∈ΣE ein n-dimen-
sionales System λ-adischer Darstellungen u¨ber E mit den Eigenschaften (i)E, (ii)E,
(iii)E. Ist das System abelsch, so ist es durch algebraische Heckecharaktere gege-
ben.
Beweis. klar mit Satz 14.
Deshalb wissen wir schon u¨ber das System der Determinanten:
Corollar 18. Sei E ein Zahlko¨rper und (φλ : GK → Aut(Vλ))λ∈ΣE ein n-dimen-
sionales λ-adisches System u¨ber E mit den Eigenschaften (i)E, (ii)E, (iii)E. Dann
wird das System der Determinanten (det ◦φλ : GK → E∗λ)λ∈ΣE durch einen alge-
braischen Heckecharakter von K mit Werten in E gegeben.
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Beweis. klar mit Corollar 17 und Bemerkung 3 (c).
Hat der Ko¨rper K nur total reelle Elemente vom CM-Typ, so kann die Determi-
nante nur potentiell die Potenz eines zyklotomischen Charakters sein:
Bemerkung 19. Sei E ein Zahlko¨rper und (φλ : GK → Aut(Vλ))λ∈ΣE ein n-
dimensionales System λ-adischer Darstellungen u¨ber E mit den Eigenschaften
(i)E, (ii)E, (iii)E. Seien im Zahlko¨rper K alle Elemente, die vom CM-Typ sind,
total reell. Dann gibt es ein d ∈ Z und einen endlichen Charakter µ von GK mit
Werten in E∗, so daß gilt:
(det ◦φλ : GK → E∗λ)λ∈ΣE = (µχdcyc,λ : GK → E∗λ)λ∈ΣE .
Beweis. Nach Corollar 18 wissen wir, daß (det ◦φλ)λ durch einen Heckecharakter
von K gegeben ist. Mit Lemma 9 wissen wir, daß es einen endlichen Charakter
µ und ein d ∈ Z gibt, so daß dieser Heckecharakter gleich µNdK|Q ist. Das liefert
aber gerade die Behauptung.
Wenn E ein total reellen Zahlko¨rper ist, ko¨nnen wir auch schließen, daß die
Determinante potentiell die Potenz eines zyklotomischen Charakters ist:
Proposition 20. Sei E ein Zahlko¨rper und (φλ : GK → Aut(Vλ))λ∈ΣE ein n-
dimensionales System λ-adischer Darstellungen u¨ber E mit den Eigenschaften
(i)E, (ii)E, (iii)E. Die Determinanten der Frobenii außerhalb der Ausnahmemenge
liegen genau dann alle in einem total reellen Zahlko¨rper, wenn es ein d ∈ Z und
eine (ho¨chstens) quadratische Ko¨rpererweiterung K ′|K gibt, so daß gilt:
(det ◦φλ : GK′ → E∗λ)λ∈ΣE = (χdcyc,λ : GK′ → Q`∗ ⊂ E∗λ)λ∈ΣE .
Beweis. Die Ru¨ckrichtung ist klar, da der zyklotomische Charakter χcyc,λ an den
Stellen v 6 |` unverzweigt ist und die Frobenii Werte in Q haben. Nach Corollar 18
wissen wir, daß det ◦φλ durch einen algebraischen Heckecharakter χ mit Werten
in E gegeben wird. Wie wir bereits bemerkt haben, ist der zugeho¨rige Unendlich-
Typ dann u¨ber E definiert. Da jede komplexe Konjugation E punktweise festha¨lt,
gilt also fu¨r jede komplexe Konjugation: nσ = nσ. Dann ist aber das Gewicht
w = nσ +nσ = 2nσ gerade und es gibt einen Charakter µ von endlicher Ordnung
nach E∗, so daß χ = µNw/2K|Q ist. Da χ reelle Werte annimmt, kann der Charakter µ
ho¨chstens Ordnung 2 haben. Die dazu assoziierten Darstellungen sind aber (nach
einer quadratischen Ko¨rpererweiterung) die zyklotomischen Charaktere χ
w/2
cyc,λ.
Bemerkung 21. Sei E ein Zahlko¨rper und (φλ : GK → Aut(Vλ))λ∈ΣE ein n-
dimensionales System λ-adischer Darstellungen u¨ber E mit den Eigenschaften
(i)E, (ii)E, (iii)E. Mit einem d ∈ Z und einer endlichen Ko¨rpererweiterung K ′|K
gelte: (det ◦φλ : GK′ → E∗λ)λ∈ΣE = (χdcyc,λ : GK′ → Q`∗)λ∈ΣE . Setzen wir nun die
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etwas sta¨rkere Bedingung als (iii)E voraus, na¨mlich daß es feste {d1, ..., ds} ⊂ Z
und Vielfachheiten (ni)i=1,..,s ⊂ Ns mit
∑
ni = nm gibt, so daß fu¨r fast alle
` gilt: jedes di kommt genau ni-mal vor in der Familie (s
λ,i
j |λ ∈ ΣE λ|`; i =
1, ..., r(λ); j = 0, ..., hi(λ)mλ − 1), so kann man jetzt schließen, daß
∑s
i=1 nidi
durch m := [E : Q] teilbar ist und d = (
∑s
i=1 nidi)/m ist.
Beweis. Betrachtet man die Primzahlen ` von E, wo E|Q vollzerlegt ist, so wird
fu¨r alle λ|` die Aktion der Tra¨gheitsgruppe Iv bezu¨glich der Reduktion von det ◦φ`
durch Charaktere θd1 (die Reduktion des zyklotomischen Charakters χ
d
cyc,`) gege-
ben. Andererseits wissen wir, daß sie durch Charaktere θαi1 mit i = 1, ...,m ge-
geben werden, wo die Summe der αi gerade
∑s
i=1 nidi ist (vergleiche Beweis von
Bemerkung 3 (c)).
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5 Frobeniusko¨rper
In seiner Arbeit
”
Galois action on division points of abelian varieties with real
multiplications“ ([Ri76]) betrachtet Ribet zu einer abelschen Varieta¨t X u¨ber
einem Ko¨rper K mit E-Multiplikation das System der λ-adischen Darstellungen,
das man durch die Operation der Galoisgruppe GK auf den `
n-Torsionspunkten
erha¨lt. Dies ist ein E-rationales, strikt kompatibles System, und Ribet nennt den
Zahlko¨rper, der durch die Spuren der Frobenii außerhalb der Stellen schlechter
Reduktion von X/K erzeugt wird, den Frobeniusko¨rper FK zu X und K. Wir
definieren entsprechend Frobeniusko¨rper zu allgemeinen strikt kompatiblen Sy-
stemen λ-adischer Darstellungen:
Definition 22. Ist (φλ : GK → GLn(Eλ))λ∈ΣE ein E-rationales und strikt kom-
patibles System von λ-adischen Darstellungen, so nenne den Zahlko¨rper FK ⊂ E,
der u¨ber Q durch die Spuren av der Frobenii an den Stellen v außerhalb der Aus-
nahmemenge S des Systems erzeugt wird, den Frobeniusko¨rper von (φλ)λ u¨ber
K.
Tatsa¨chlich gilt fu¨r jede endliche Teilmenge S ′ ⊃ S die Gleichheit FK =
Q({av|v 6∈ S ′}). Denn sei v0 ∈ S \ S ′. Dann ist nach Cˇebotarevs Dichtigkeitssatz
fu¨r alle Stellen λ ∈ ΣE die Spur av0 in der Vervollsta¨ndigung von Q({av|v 6∈ S ′})
bezu¨glich λ enthalten. Dann ist Q({av|v 6∈ S ′})(av0) = Q({av|v 6∈ S ′}), da eine
u¨berall vollzerlegte Ko¨rpererweiterung trivial ist.
Geht man zu einer endlichen Ko¨rpererweiterung K ′|K u¨ber, betrachtet also die
Einschra¨nkung (φλ|GK′ )λ, so wird der Frobeniusko¨rper ho¨chstens kleiner:
Lemma 23. Sei (φλ : GK → GLn(Eλ))λ∈ΣE ein E-rationales und strikt kompa-
tibles System von λ-adischen Darstellungen mit Frobeniusko¨rper FK. Ist K
′|K
eine endliche Ko¨rpererweiterung, so ist FK′ ein Teilko¨rper von FK.
Beweis. Ein Frobenius Fv,φλ mit v ∈ ΣK′ ist ein Element aus dem Bild φλ(GK)
(sogar die Potenz eines Frobenius von GK). Wegen Cˇebotarevs Dichtigkeitssatz
wissen wir, daß fu¨r jedes λ ∈ ΣE alle Spuren der Elemente von φλ(GK) in der
Vervollsta¨ndigung von FK bezu¨glich λ|F liegen, also (FK)λ|F (av) = (FK)λ|F . Dann
ist FK(av) = FK , da eine u¨berall vollzerlegte Ko¨rpererweiterung trivial ist.
Deshalb macht nun auch folgende Definition Sinn:
Definition 24. Sei (φλ : GK → GLn(Eλ))λ∈ΣE ein E-rationales, strikt kompati-
bles System λ-adischer Darstellungen. Betrachte fu¨r jede endliche Ko¨rpererwei-
terung K ′|K den Frobeniusko¨rper FK′. Der kleinste auftretende Frobeniusko¨rper
F heißt der stabilen Frobeniusko¨rper des Systems (φλ)λ. Ist fu¨r ein System von
Darstellungen der stabile Frobeniusko¨rper gleich dem Frobeniusko¨rper FK, so sa-
gen wir, das System ist spurenstabil.
Die Koeffizienten der Frobeniuspolynome liegen schon im Frobeniusko¨rper:
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Lemma 25. Es sei (φλ : GK → GLn(Eλ))λ∈ΣE ein E-rationales und strikt kompa-
tibles System von λ-adischen Darstellungen mit Frobeniusko¨rper FK. Sei v ∈ ΣK
außerhalb der Ausnahmemenge. Dann hat das Frobeniuspolynom Pv(T ) Koeffizi-
enten in FK.
Beweis. Es ist Pv(T ) = det(1 − Fv,φλT ) = exp(−
∑
n>0
Tr(Fnv,φλ
)
n
T n). Wie oben
gesehen ist aber Tr(F nv,φλ) ∈ FK und damit folgt die Behauptung.
Corollar 26. Sei E ein Zahlko¨rper und (φλ : GK → Aut(Vλ))λ∈ΣE ein n-dimen-
sionales System λ-adischer Darstellungen u¨ber E mit den Eigenschaften (i)E,
(ii)E, (iii)E. Ist der stabile Frobeniusko¨rper des Systems total reell, so gibt es ein
d ∈ Z und einen endlichen Charakter  von GK mit Werten in E, so daß gilt:
(det ◦φλ)λ∈ΣE = (χdcyc,λ)λ∈ΣE .
Ist schon der Frobeniusko¨rper FK des Systems total reell, so ist  ein (ho¨chstens)
quadratischer Charakter.
Beweis. Ist der stabile Frobeniusko¨rper total reell, so gibt es nach Proposition
20 eine endliche Ko¨rpererweiterung K ′|K, so daß (det ◦φλ|GK′ )λ = (χdcyc,λ|GK′ )λ
ist. Dann ist aber (det ◦φλ ⊗ χ−dcyc,λ)λ durch einen endlichen algebraischen Hecke-
charakter gegeben.
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6 Zweidimensionale motivische Darstellungen
6.1 U¨ber Systeme, die potentiell durch algebraische Hecke-
charaktere gegeben sind
Betrachten wir ab nun also nur noch zweidimensionale λ-adische Darstellungen.
Wir nennen der Einfachheit halber eine Untergruppe H von GLn(k) irreduzibel
(bzw. reduzibel), wenn die Darstellung H ↪→ GLn(k) irreduzibel (bzw. reduzibel)
ist, d.h. wenn es einen (bzw. keinen) nicht trivialen Unterraum von kn gibt, auf
dem H invariant operiert.
Satz 27. Sei E ein Zahlko¨rper und (φλ : GK → GL2(Eλ))λ∈ΣE ein zweidi-
mensionales System λ-adischer Darstellungen mit den Eigenschaften (i)E, (ii)E,
(iii)E. Falls es unendlich viele λ ∈ ΣE gibt, fu¨r die keine zu SL2(F`) konjugierte
Untergruppe im Bilde der Reduktion ϕ¯λ(GK) liegt, dann ist (φλ)λ potentiell durch
einen algebraischen Heckecharakter gegeben.
Beweis. Dieser Satz folgt sofort mit dem folgenden Lemma und der Tatsache, daß
eine Untergruppe von GL2(Fpn), die irreduzibel ist und deren Ordnung durch p
geteilt wird, eine zu SL2(Fp) konjugierte Untergruppe entha¨lt, wenn p 6= 2 ist
(vgl. z.B. [Ri97] Cor. 2.3).
Lemma 28. Sei E ein Zahlko¨rper und (φλ : GK → GL2(Eλ))λ∈ΣE ein zwei-
dimensionales System λ-adischer Darstellungen mit den Eigenschaften (i)E, (ii)E,
(iii)E. Falls es unendlich viele λ ∈ ΣE gibt, so daß fu¨r die Reduktionen gilt:
6` |ord(ϕ¯λ(GK)) oder ϕ¯λ(GK) ist reduzibel, dann ist (φλ)λ potentiell durch einen
algebraischen Heckecharakter gegeben.
Beweis. Sei L ⊂ ΣE eine unendliche Stellenmenge, so daß fu¨r λ ∈ L gilt:
6` |ord(ϕ¯λ(GK)) oder ϕ¯λ(GK) ist reduzibel. Wir zeigen dafu¨r:
Behauptung 1: Es gibt eine endliche Ko¨rpererweiterung M |K, so daß fu¨r fast
alle λ ∈ L gilt:
(i) ϕ¯λ(GM) ist in einer Borelschen Untergruppe enthalten oder
(ii) ϕ¯λ(GM) ist im Normalisator einer Cartanschen Untergruppe enthalten.
Dazu: Sei λ ∈ L. Falls `|ord(ϕ¯λ(GK)), ist nach Voraussetzung ϕ¯λ(GK) reduzibel,
also in einer Borelschen Untergruppe enthalten. Fu¨r den Fall, daß 6` |ord(ϕ¯λ(GK)),
wollen wir analog zum `-adischen Beweis (siehe Diplomarbeit [Mu98]) das Bild
unter
pr : GL2(Fλ)−→PGL2(Fλ)
betrachten und zeigen, daß fu¨r großes ` die Gruppe pr(ϕ¯λ(Iv)) ⊂ pr(ϕ¯λ(GK))
(mit v|`) Elemente von Ordnung gro¨ßer als 5 hat. Dann folgt na¨mlich wieder, daß
ϕ¯λ(GK) nur im Normalisator einer Cartanschen Untergruppe liegen kann. (Eine
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Untergruppe von GL2(Fλ), deren Ordnung prim zu ` ist, ist entweder im Norma-
lisator einer Cartanschen Untergruppe enthalten, oder ihr Bild in PGL2(Fλ) ist
isomorph zu A4,S4 oder A5.[Mu98] Corollar 1, Seite 18) Sei Fλ = F`m .
1.Fall: Iv operiert irreduzibel
Die Operation wird dann durch einen Charakter
θ
s0+s1`+...+s(2m−1)`(2m−1)
2m : I
t
v → F∗`2m
gegeben. Dann gilt:
ord(pr(ϕ¯λ(Iv))) = ord(θ
(s0+s1`+...+s(2m−1)`(2m−1))(`m−1)
2m (I
t
v))
Diese Ordnung ist aber nach Bemerkung 4 (2) (ii) fu¨r ` >> 0 immer gro¨ßer als
5.
2.Fall: Iv operiert reduzibel, aber ϕ¯λ(Iv) 6⊂ F∗λ
Dann wird die Operation durch Charaktere
θ
si0+s
i
1`+...+s
i
(m−1)`
(m−1)
m : I
t
v → F∗`m , i = 1, 2
gegeben. Dann ist:
ord(pr(ϕ¯λ(Iv))) = ord(θ
(s10−s20)+(s11−s21)`+...+(s1m−1−s2m−1)`m−1
m (I
t
v))
Wieder ist diese nach Bemerkung 4 (2) (ii) fu¨r ` >> 0 immer gro¨ßer als 5.
3.Fall: Iv operiert reduzibel und ϕ¯λ(Iv) ⊂ F∗λ
Definiere dazu
ϕ˜λ : GK
ϕ¯λ−→ GL2(Fλ) pr−→ PGL2(Fλ).
Der Kern dieser Abbildung ist eine endliche galoissche Ko¨rpererweiterung Lλ, die
außerhalb der Ausnahmemenge des Systems unverzweigt ist: bei den Stellen v,
die u¨ber ` liegen, ist sie unverzweigt, da wir gerade im 3.Fall sind. Außerdem
ist die Darstellung natu¨rlich unverzweigt, wo ϕ¯λ es schon war. Wenn fu¨r unser λ
nicht (i) oder (ii) der Behauptung gilt, muß pr(ϕ¯λ(GK)) isomorph zu A4,S4 oder
A5 sein. In diesem Fall ist also [Lλ : K] beschra¨nkt. Nun gibt es aber nur endlich
viele außerhalb einer endlichen Stellenmenge unverzweigte Ko¨rpererweiterungen
eines beschra¨nkten Grades von K. Also gibt es eine endliche Ko¨rpererweiterung
M |K, so daß fu¨r alle λ aus dem 3. Fall die Bilder ϕ¯λ(GM) in einer Cartanschen
Untergruppe enthalten sind.
Dies beweist also Behauptung 1. Jetzt behaupten wir noch:
Behauptung 2: Es existiert eine endliche Ko¨rpererweiterung N |K, so daß es fu¨r
die Darstellungen (φλ|GN )λ eine unendliche Stellenmenge gibt, wo die Reduktio-
nen abelsch sind.
Dazu: Fu¨r eine Stelle λ, wo ϕ¯λ(GK) in einer Cartanschen oder Borelschen Unter-
gruppe enthalten ist, ist klar, das die Reduktion ϕ¯λ abelsch ist. Betrachten wir
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also jetzt die λ, wo ϕ¯λ(GK) im Normalisator Nλ zu einer Cartanschen Untergrup-
pe Cλ, aber nicht schon ganz in Cλ enthalten ist. Dies wurde schon im `-adischen
Fall analog behandelt: man betrachtet die Charaktere der Ordnung zwei
GK → Nλ/Cλ
und erkennt, das sie außerhalb der Ausnahmemenge des Systems unverzweigt
sind. So kann man als Ko¨rper N die endliche Komposition der zugeho¨rigen qua-
dratischen Ko¨rpererweiterungen von K nehmen.
Die Behauptung des Lemmas folgt nun mit Satz 14.
Wir mo¨chten uns jetzt noch mit der Frage bescha¨ftigen, wie weit ein poten-
tiell durch algebraische Heckecharaktere gegebenes System davon entfernt sein
kann, von algebraischen Heckecharakteren zu kommen, d.h. wie groß kann die
beno¨tigte Ko¨rpererweiterung K ′′|K sein, damit (φλ|GK′′)λ durch algebraische
Heckecharaktere gegeben wird. Im Fall, wo das System potentiell durch einen
algebraischen Heckecharakter oder durch die Summe von zwei verschiedenen al-
gebraischen Heckecharakteren gegeben wird, ist die Antwort einfach: eine quadra-
tische Ko¨rpererweiterung reicht aus. Im Fall, wo das System potentiell durch die
Summe zweimal desselben algebraischen Heckecharakters gegeben wird, ko¨nnen
spezielle
”
Ausnahmedarstellungen“ auftreten.
Satz 29. Sei E ein Zahlko¨rper und (φλ : GK → GL2(Eλ))λ∈ΣE ein zweidimen-
sionales System λ-adischer Darstellungen mit den Eigenschaften (i)E, (ii)E, (iv).
Wird (φλ)λ potentiell durch algebraische Heckecharaktere gegeben, so gibt es zwei
Mo¨glichkeiten: Entweder gibt es eine quadratische Ko¨rpererweiterung K ′|K, so
daß (φλ|GK′ )λ durch algebraische Heckecharaktere gegeben wird, oder es gibt einen
algebraischen Heckecharakter χ mit Werten in E, so daß nach einer endlichen
Ko¨rpererweiterung K ′|K die Darstellungen φλ|GK′ isomorph zu χλ×χλ sind. Im
letzteren Fall gibt es eine Ko¨rpererweiterung K ′′|K vom Grad 2,4,8 oder 12, so
daß die Darstellungen φλ|GK′′ durch algebraische Heckecharaktere gegeben werden.
Eine genauere Beschreibung dieser Ausnahmedarstellungen im zweiteren Fall
werden wir unten im Beweis sehen. Fu¨r unseren Beweis wollen wir die folgende
Variante eines Theorems von Ribet ([Ri75] Theorem 2.3.) zeigen:
Satz 30. Sei G eine Untergruppe von GL2(Eλ), die einen abelschen Normalteiler
N besitzt, der ein Element mit zwei verschiedenen Eigenwerten entha¨lt. Dann hat
G eine offene, abelsche Untergruppe vom Index 1 oder 2.
Beweis von Satz 30. Sei n ∈ N das Element mit den zwei verschiedenen Eigen-
werten λ1 6= λ2. Wir behaupten, daß der Zentralisator Cen(n) von n in G abelsch
ist und vom Index 1 oder 2 in G, womit die Behauptung bewiesen wa¨re. Um dies
einzusehen, betrachte man G in GL2(Eλ) bezu¨glich der aus den Eigenvektoren
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von n bestehenden Basis. Der Zentralisator von n in GL2(Eλ) besteht dann genau
aus den Diagonalelementen: diese Gruppe ist abelsch. Sei
n =
(
λ1 0
0 λ2
)
und sei A =
(
a b
c d
)
ein beliebiges Element aus G. Da N normal in G ist, liegt
AnA−1 =
1
det(A)
(
λ1ad− λ2bc (λ2 − λ1)ab
(λ1 − λ2)cd λ2ad− λ1bc
)
in N . Da N abelsch ist, kommutiert also n mit diesem Element: Dann gilt aber
entweder b = c = 0, d.h. A ∈ Cen(n), oder a = d = 0. Im zweiten Fall gilt
aber fu¨r jedes weitere Element B, das in G \Cen(n) liegt: AB−1 ∈ Cen(n). Dies
beweist, daß der Index von Cen(n) in G ho¨chstens 2 ist.
Beweis des Satzes. Fixiere ein λ0 ∈ ΣE. Es gibt nach Voraussetzung eine endliche
(OE galoissche) Ko¨rpererweiterung K ′′|K, so daß φλ0(GK′′) abelsch ist.
1.Fall: (φλ0(GK) : φλ0(GK) ∩ E∗λ0) =∞
Dann gilt fu¨r den Normalteiler φλ0(GK′′), der ja von endlichem Index in φλ0(GK)
ist, daß er nicht ganz in den Homothetien enthalten ist, also ein Element mit zwei
verschiedenen Eigenwerten besitzt. Also ko¨nnen wir den vorangegangenen Satz
anwenden und mit Satz 16 folgt dann die Behauptung.
2.Fall: (φλ0(GK) : φλ0(GK) ∩ E∗λ0) <∞.
Dann gibt es also eine endliche Ko¨rpererweiterung M |K, so daß φssλ0(GM) ⊂ E∗λ0 .
Das bedeutet aber schon, daß es einen algebraischen Heckecharakter χmit Werten
in E gibt, so daß die Darstellung φssλ0 |GM isomorph zur Darstellung χλ0 × χλ0 ist,
und damit fu¨r das ganze System:
(φssλ |GM )λ ' (χλ × χλ)λ.
Wir wollen noch genauer betrachten, was fu¨r Darstellungen in diesem Fall vor-
liegen ko¨nnen. Definiere zu diesem Zweck das strikt kompatible System (φˆλ)λ∈ΣE
durch φˆλ := φλ
ss ⊗ χλ−1. Betrachte das nach Voraussetzung endliche Bild von
GK unter
GK
φˆλ−→ GL2(Eλ) pr−→ PGL2(Eλ).
Bekanntlich ist dieses endliche Bild pr(φˆλ)(GK) entweder zyklisch, eine Dieder-
gruppe oder isomorph zu einer der alternierenden bzw. symmetrischen Grup-
pen A4,S4 oder A5 (z.B. [Se72], Proposition 16). Ist pr(φˆλ)(GK) zyklisch, so ist
φˆλ(GK) und damit auch φλ
ss(GK) abelsch. Ist pr(φˆλ)(GK) eine Diedergruppe,
so gibt es eine quadratische Ko¨rpererweiterung K ′|K, so daß φˆλ(GK′) und da-
mit auch φλ
ss(GK′) abelsch sind. Die ”
Ausnahmedarstellungen“ sind nun die,
wo pr(φˆλ)(GK) isomorph zu A4,S4 oder A5 ist. Offenbar ist dann fu¨r jedes λ ∈
ΣE die Gruppe pr(φˆλ)(GK) isomorph zu dieser speziellen Gruppe. Diese Fa¨lle
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ko¨nnen tatsa¨chlich auftreten. Sei L|K eine galoissche Zahlko¨rpererweiterung mit
Gal(L|K) isomorph zu einer Erweiterung von A4,S4 oder A5 durch eine endliche
Gruppe der Homothetien, realisiert in GL2(E). Im Falle von A4 wa¨re das etwa in
SL2(Q(ζ3)) ⊂ GL2(Q(ζ3)) (wobei ζ3 = e(2pi/3)i eine dritte Einheitswurzel sei) die
durch
X :=
(
1+ζ3
1−ζ3 1
−2
3
−1+ζ3
1−ζ3
)
und Y :=
(
ζ3 0
0 ζ23
)
erzeugte Gruppe; (ihre Spuren liegen in Q) und sie ist modulo {1,−1} isomorph
zu A4: es ist X
2 = −1, Y 3 = 1 und es gilt XYXY = −Y 2X. (Hier sei auch
an folgendes erinnert: [Se72] 2.5. Remarque: a) PGL2(k) entha¨lt genau dann A4,
wenn (im Fall chark = 2) ein x ∈ k existiert mit x2 + x = 1 oder (im Fall
chark 6= 2 ) y, z ∈ k existieren mit y2 + z2 = −1. b) PGL2(k) entha¨lt genau
dann S4, wenn chark 6= 2 ist und y, z ∈ k existieren mit y2 + z2 = −1. c)
PGL2(k) entha¨lt genau dann A5, wenn x, y, z ∈ k existieren mit x2 + x = 1
und y2 + z2 = −1.) Sei dann  : GK −→ Gal(L|K) ↪→ GL2(E). Dann sind
((χdcyc,λ×χdcyc,λ) : GK → GL2(Eλ))λ∈ΣE solche Ausnahmedarstellungen. Im ersten
Fall gibt es eine Ko¨rpererweiterung vom Grad 4, im zweiten vom Grad 8 und
im dritten vom Grad 12, so daß  nach dieser Erweiterung zyklisch, und die
Darstellung damit abelsch wird.
Corollar 31. Sei E ein Zahlko¨rper und (φλ : GK → GL2(Eλ))λ∈ΣE ein zweidi-
mensionales System λ-adischer Darstellungen mit den Eigenschaften (i)E, (ii)E,
(iv), dessen Determinante (det ◦φλ)λ potentiell durch die Potenz eines zyklo-
tomischen Charakters (χdcyc,λ)λ gegeben wird. Wird (φλ)λ potentiell durch alge-
braische Heckecharaktere gegeben, so gibt es zwei Mo¨glichkeiten: Entweder gibt
es eine quadratische Ko¨rpererweiterung K ′|K, so daß (φλ|GK′ )λ durch algebrai-
sche Heckecharaktere gegeben wird, oder d ist eine gerade Zahl und es gibt eine
endliche Ko¨rpererweiterung K ′|K, so daß die Darstellungen φλ|GK′ isomorph zu
χ
d/2
cyc,λ × χd/2cyc,λ sind.
Beweis. klar
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6.2 Große Bilder
Nun betrachten wir System von λ-adischen Darstellungen, die nicht durch al-
gebraische Heckecharaktere gegeben sind. Als erstes wollen wir eine interessante
Aussage u¨ber die Determinante eines solchen zweidimensionalen Systems machen,
wenn der Frobeniusko¨rper FK total reell ist.
Lemma 32. Sei E ein Zahlko¨rper und (φλ : GK → Aut(Vλ))λ∈ΣE ein zwei-
dimensionales System λ-adischer Darstellungen u¨ber E mit den Eigenschaften
(i)E, (ii)E, (iii)E. Ist der Frobeniusko¨rper FK total reell und das System nicht
potentiell durch algebraische Heckecharaktere gegeben, so ist
(det ◦φλ)λ = (χdcyc,λ)λ.
Beweis. Nach Corollar 26 gibt es einen Charakter  : GK → {1,−1}, so daß
det ◦φλ = χdcyc,λ. Wir nehmen also an, daß  6= 1. Sei v|p eine Stelle von K
außerhalb der Ausnahmemenge und sei
Pv(T ) = T
2 + avT − qd ∈ FK [T ]
(mit q einer Potenz von p). Seien λ1, λ2 ∈ C die Nullstellen des Frobeniuspoly-
noms bezu¨glich einer fest gewa¨hlten Einbettung Q ↪→ C. Es gilt nach Vorausset-
zung (i)E, daß λ1 und λ2 betraglich gleich sind, andererseits gilt, da FK als total
reell vorausgesetzt wurde, daß λ1+ λ2 reell ist. Das bedeutet, λ1 ist das negative
von λ2 oder das komplex Konjugierte von λ2. Ist die Determinante negativ, so
kann nur ersteres der Fall sein. Dann ist aber an all solchen Stellen v, wo der
Frobenius negative Determinante hat, die Spur av gleich null. Das zeigt aber, daß
fu¨r alle λ ∈ ΣE die Darstellungen (φλ ⊗ )ss und φλss isomorph sind, da ihre
Frobenii dieselben Spuren haben. Das heißt, es existiert fu¨r jedes λ ∈ ΣE ein
Mλ ∈ GL2(Eλ), so daß
Mλ(φλ
ss ⊗ )M−1λ = φλss
ist. Wir wissen, daß der Charakter  nach einer quadratischen Ko¨rpererweiterung
K ′|K trivial wird, also ist φλss(GK′) im Kommutanten von Mλ enthalten. Ande-
rerseits gibt es nach Annahme ein g ∈ GK mit Aλ := (φλss ⊗ )(g) = −φλss(g),
also
MλAλM
−1
λ = −Aλ.
Dann ist aber Mλ halbeinfach: ist v ein Eigenvektor zum Eigenwert µ, so ist Aλv
ein Eigenvektor zum Eigenwert −µ. Der Kommutant einer halbeinfachen Matrix
ist abelsch, insbesondere ist also φλ
ss(GK′) abelsch. Dies ist aber ein Widerspruch
dazu, daß das System nicht potentiell durch algebraische Heckecharaktere gege-
ben wird.
Jetzt zeigen wir folgenden Satz u¨ber nicht potentiell abelsche Systeme, der
eine Aussage fu¨r jede Stelle λ machen kann. Er folgt aus Satz 16.
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Satz 33. Hat man ein zweidimensionales System von λ-adischen Darstellungen
(φλ : GK → GL2(Eλ))λ∈ΣE mit den Eigenschaften (i)E, (ii)E und (iv), das nicht
potentiell durch algebraische Heckecharaktere gegeben wird, so ist fu¨r jedes λ die
Darstellung φλ irreduzibel und nicht potentiell abelsch.
Beweis. Sei λ eine Stelle von E, wo φλ reduzibel ist. Dann ist offenbar die Ver-
halbeinfachung φλ
ss abelsch! Wir wissen aber schon von Satz 16, daß dies nicht
sein kann, wenn (φλ)λ nicht durch algebraische Heckecharaktere gegeben wird.
Mit Satz 16 ist auch klar, daß kein φλ potentiell abelsch sein kann, denn sonst
wa¨re (φλ)λ potentiell durch algebraische Heckecharaktere gegeben.
Wir werden nun als na¨chstes zeigen, daß nicht potentiell abelschen Systeme
(φλ : GK → GL2(Eλ))λ fast von einem System von Darstellungen u¨ber dem Fro-
beniusko¨rper kommen: es gibt eine endlichen Ausnahmemenge S ⊂ ΣK , so daß
das System (φλ)λ6∈S von einem System u¨ber dem Frobeniusko¨rper kommt. Die
folgenden Lemmata werden zeigen, daß solche Stellen
”
gut“ sind, wo im Bild der
entsprechenden Abbildung ein Element zu finden ist, das in der Vervollsta¨ndigung
des Frobeniusko¨rpers (mindestens) einen Eigenwert hat, aber keine Homothetie
ist.
Lemma 34. Es seien k′ ⊂ k Ko¨rper und G ⊂ GL2(k) eine Untergruppe. Fu¨r
jedes Element A ∈ G gelte Tr(A) ∈ k′. Die Gruppe G halte keine Richtung im
Vektorraum k2 fest und besitze ein nicht halbeinfaches Element. Dann gibt es ein
Element M ∈ GL2(k), so daß MGM−1 ∈ GL2(k′) ist.
Beweis. Sei A ∈ G ein nicht halbeinfaches Element etwa mit Eigenvektor v zum
Eigenwert λ ∈ k′. Sei C ein Element aus G, das die Richtung von v nicht festha¨lt;
dann hat B := CAC−1 den Eigenvektor Cv zum Eigenwert λ. Bezu¨glich der Basis
{v, Cv} gilt dann:
A =
(
λ a
0 λ
)
und B =
(
λ 0
b λ
)
mit a, b ∈ k∗ und λ ∈ k′∗. Wegen
AB =
(
λ2 + ab aλ
bλ λ2
)
und Tr(AB) ∈ k′
gilt also ab ∈ k′∗. Bezu¨glich der neuen Basis {b−1v, Cv} haben wir
A =
(
λ ab
0 λ
)
, B =
(
λ 0
1 λ
)
∈ GL2(k′).
Bezu¨glich dieser Basis liegt nun ganz G in GL2(k
′): Sei
D =
(
α β
γ δ
)
∈ G.
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Dann ist
AD =
(
αλ+ γab βλ+ δab
γλ δλ
)
BD =
(
αλ βλ
α+ γλ β + δλ
)
BAD =
(
αλ2 + γλab βλ2 + δλab
αλ+ γ(ab+ λ2) βλ+ δ(ab+ λ2)
)
Aus Tr(AD) = λTr(D) + γab ∈ k′ und ab ∈ k′∗ folgt γ ∈ k′. Aus Tr(BD) =
λTr(D) + β ∈ k′ folgt β ∈ k′. Aus Tr(BAD) = λ2Tr(D) + λγab + λβ + δab ∈ k′
folgt δ ∈ k′. Und da Tr(D) = α+ δ ∈ k′ ist, folgt α ∈ k′.
Lemma 35. Es seien k′ ⊂ k Ko¨rper und G ⊂ GL2(k) eine Untergruppe. Fu¨r
jedes Element A ∈ G gelte Tr(A) ∈ k′. Die Gruppe G halte keine Richtung im
Vektorraum k2 fest und besitze ein Element mit zwei verschiedenen Eigenwerten
aus k′. Dann gibt es ein Element M ∈ GL2(k), so daß MGM−1 ∈ GL2(k′) ist.
Beweis. (vergleiche [W], S.483) Wa¨hle zuna¨chst eine Basis aus Eigenvektoren
zum diagonalisierbaren Element. Da G keine Richtung festha¨lt, haben wir ein
Element im Bild, das bezu¨glich dieser Basis von der Form(
α β′
γ′ δ
)
mit β′, γ′ 6= 0 ist.
Skaliere diese Basis noch so, daß wir dann bezu¨glich dieser Basis
A =
(
a 0
0 b
)
und B =
(
α 1
γ δ
)
mit γ 6= 0 und a 6= b im Bild haben. Wir behaupten, daß bezu¨glich dieser Basis
das ganze Bild in GL2(k
′) liegt. Offenbar ist A ∈ GL2(k′). Fu¨r ein beliebiges
Element des Bildes
C =
(
c d
e f
)
ist wegen Tr(AC) = aTr(C)︸ ︷︷ ︸
∈k′
+(b− a)︸ ︷︷ ︸
∈k′∗
f ∈ k′ auch f ∈ k′, dann aber auch c =
Tr(C)︸ ︷︷ ︸
∈k′
− f︸︷︷︸
∈k′
∈ k′. Fu¨r unser B bedeutet das also α, δ ∈ k′ und dann auch
γ = det(B)︸ ︷︷ ︸
∈k′
− αδ︸︷︷︸
∈k′
∈ k′, also B ∈ GL2(k′). Fu¨r das allgemeine C ist nun
CB =
(
cα + dγ c+ dδ
eα+ fγ e+ fδ
)
.
Da dies wieder im Bild liegt, folgt nach dem oben gezeigten, daß cα︸︷︷︸
∈k′
+d γ︸︷︷︸
∈k′∗
∈ k′
und e+ fδ︸︷︷︸
∈k′
∈ k′, also auch d, e ∈ k′.
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Lemma 36. Seien E`|E ′`|Q` endliche Ko¨rpererweiterungen, O|O′|Z` die zugeho¨ri-
gen Ganzheitsringe, F|F′|F` die zugeho¨rigen Restklassenko¨rper und λ ein lokaler
Parameter von O. Es sei A ∈ GL2(O) ein Element, dessen Spur und Determi-
nante in O′ enthalten sind, und das in der Reduktion modulo λ in GL2(F) zwei
verschiedenen Eigenwerten aus F′ hat. Dann hat A zwei verschiedenen Eigenwer-
ten aus O′.
Beweis. Dies folgt sofort aus dem Henselschen Lemma, angewandt auf das cha-
rakteristische Polynom von A.
Corollar 37. Sei der Ko¨rperturm wie im Lemma und G ⊂ GL2(O), Spuren und
Determinanten der Elemente von G seien in O′ enthalten. Entha¨lt die Reduktion
modulo λ in GL2(F) eine zu SL2(F`) konjugierte Untergruppe, so entha¨lt G ein
u¨ber O′ diagonalisierbares Element mit verschiedenen Eigenwerten, wenn ` 6= 2
ist.
Beweis. Sei z ∈ Z ein Erzeuger von (Z/`Z)∗. Dann ist
Z =
(
z 0
0 z`−2
)
∈ SL2(F`) mit z 6= z`−2,
also folgt mit dem Lemma die Behauptung.
Lemma 38. Sei (φλ : GK → GL2(Eλ))λ∈ΣE ein zweidimensionales System λ-
adischer Darstellungen, das die Eigenschaften (i)E,(ii)E,(iii)E, (iv) erfu¨llt und
Frobeniusko¨rper F hat. Wenn (φλ)λ nicht potentiell durch algebraische Hecke-
charaktere gegeben wird, gibt es eine endliche Stellenmenge SF ⊂ ΣF (sei dann
SE := {λ ∈ ΣE | λ|F ∈ SF}) und ein System von λF -adischen Darstellungen
(φˆλF : GK → GL2(FλF ))λF∈ΣF \SF fu¨r das gilt:
(φˆλ|F ⊗Fλ|F Eλ)λ∈ΣE\SE ' (φλ)λ∈ΣE\SE
Beweis. Sei also (φλ)λ nicht potentiell durch algebraische Heckecharaktere gege-
ben. Nach Satz 27 gibt es eine endliche Menge S ⊂ ΣE, so daß fu¨r alle λ ∈ ΣE \S
das Bild ϕ¯λ(GK) eine zu SL2(F`) konjugierte Untergruppe entha¨lt. Erga¨nzen wir
S noch um die Stellen, die u¨ber 2 liegen, so ko¨nnen wir fu¨r das Komplement
von S Corollar 37 und damit dann Lemma 35 anwenden. Sei nun λ ∈ ΣE \ S.
Es gibt also eine Darstellung φˆλλ|F : GK → GL2(Fλ|F ) mit φˆλλ|F ⊗Fλ|F Eλ ' φλ.
Ist nun λ′ eine weitere Stelle von E, die u¨ber λ|F liegt, also λ|F = λ′|F , so sind
φˆλλ|F und φˆ
λ′
λ|F isomorph, da sie irreduzibel, also halbeinfach, und kompatibel sind.
Also gilt auch φˆλ
′
λ|F ⊗Fλ|F Eλ ' φλ. Wa¨hlt man demnach zu jedem λF ∈ ΣF eine
Fortsetzung λ auf E und bildet φˆλF := φˆ
λ
λF
, so ist offenbar (φˆλF )λF∈ΣF \SF ein
System λF -adischer Darstellungen, das die gewu¨nschten Eigenschaften hat (mit
SF := {λ|F | λ ∈ S}).
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Wir ko¨nnen noch einige Bemerkungen zu der Gro¨ße der Ausnahmemenge SE
machen:
Bemerkung 39. Unter den Voraussetzungen von Lemma 38 gilt:
(i) Besitzt der Zahlko¨rper K eine reelle Einbettung nach C und hat die zu-
geho¨rige komplexe Konjugation in jedem Bild Determinante -1, dann kann
in Lemma 38 die Ausnahmemenge SE = ∅ gewa¨hlt werden. Dies ist also
insbesondere der Fall, wenn sowohl K als auch der Frobeniusko¨rper F total
reell sind und das d aus Lemma 32 ungerade ist.
(ii) Zerfa¨llt eines der Frobeniuspolynome Pv im Frobeniusko¨rper in zwei ver-
schiedene Linearfaktoren, so kann SE = {λ ∈ ΣE | (λ, v) 6= 1} gewa¨hlt
werden.
(iii) Es gibt immer eine quadratische Ko¨rpererweiterung F ′|F und ein System
λF ′-adischer Darstellungen (φˆλF ′ : GK → GL2(F ′λF ′ ))λF ′∈ΣF ′ fu¨r das gilt:
(φˆλ|F ′ ⊗F ′λ|F ′ (EF
′)λ)λ∈ΣEF ′ ' (φλ|E ⊗ (EF ′)λ)λ∈ΣEF ′
(iv) Jede Stelle λ ∈ ΣE, λ|`, wo φλ an einer Stelle v 6 |` nicht potentiell unver-
zweigt ist, muß nicht zu SE hinzugenommen werden.
Beweis. zu (i): Die komplexe Konjugation c ∈ GK hat Ordnung zwei. Ist nun
ihre Determinante -1, hat sie also die Eigenwerte 1 und -1. Deshalb folgt mit Satz
33 und Lemma 35 die Behauptung.
zu(ii): Dies folgt mit Satz 33 und Lemma 35.
zu(iii): Wa¨hle ein v ∈ ΣK außerhalb der Ausnahmemenge des Systems und tei-
lerfremd zu den Elementen der Menge SE aus Lemma 38. Definiere F
′ als den
Zerfa¨llungsko¨rper zum Polynom Pv ∈ F [T ].
zu (iv): Ist φλ bei v 6 |` nicht potentiell unverzweigt, so liegt im Bild ein nicht
halbeinfaches Element und mit Lemma 34 folgt die Behauptung.
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6.3 Aussagen u¨ber fast alle ϕ`(GK)
Wir wollen ab jetzt die ganzen Zahlen in Eλ mit OEλ bezeichnen. Sei
(φλ : GK → GL2(Eλ))λ∈ΣE
ein System λ-adischer Darstellungen. Betrachte zu einem festen ` ∈ P alle Stellen
λ ∈ ΣE, die u¨ber ` liegen. Dann definieren wir φ` als das Produkt u¨ber die φλ,
also
φ` : GK −→
∏
λ|`
GL2(Eλ) ' GL2(E ⊗Q Q`).
Sei (Tλ)λ ein System φλ-invarianter OEλ -Gitter und seien (ϕλ)λ die zugeho¨rigen
OEλ -Darstellungen. Dann ist
ϕ` : GK −→
∏
λ|`
GL2(OEλ ) ' GL2(OE` ),
wobei OE` :=
∏
λ|`OEλ sei. Sind ϕ¯λ die Reduktionen, so ist
ϕ¯` : GK −→
∏
λ|`
GL2(Fλ) ' GL2(FE` ),
wobei FE` :=
∏
λ|` Fλ sei. Die diagonale Einbettung Z` ↪→ OE` (bzw. F` ↪→ FE` )
induziert eine Inklusion
Z`∗ ↪→ OE` ∗ (bzw. F`∗ ↪→ FE` ∗).
Satz 40. Sei (φλ : GK → GL2(Eλ))λ∈ΣE ein zweidimensionales System λ-adischer
Darstellungen, das die Eigenschaften (i)E,(ii)E,(iii)E und (iv) erfu¨llt und spu-
renstabil mit Frobeniusko¨rper F ist. Mit einem d ∈ Z gelte
(det ◦φλ)λ∈ΣE = (χdcyc,λ)λ∈ΣE .
Das System (φλ)λ sei nicht potentiell durch algebraische Heckecharaktere gegeben.
Es sei SE ⊂ ΣE eine endliche Stellenmenge und
(ϕλ : GK → GL2(OFλ ) ⊂ GL2(OEλ ))λ∈ΣE\SE
ein solches System von Darstellungen, daß
(ϕλ|F ⊗Fλ|F Eλ)λ∈ΣE\SE ' (φλ)λ∈ΣE\SE
ist, (was es nach Lemma 38 gibt). Sei S := {` ∈ P | ∃λ ∈ SE : λ|`}.
1. Dann gilt fu¨r alle ` ∈ P \ S:
ϕ`(GK)
offen⊂ BF`,d := {A ∈ GL2(OF` ) | det(A) ∈ (Z`∗)d}.
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Das heißt also fu¨r d 6= 0:
ϕ`(GK)
offen⊂ {A ∈ GL2(F ⊗Q Q`) | det(A) ∈ Q`∗}
und fu¨r d = 0:
ϕ`(GK)
offen⊂ SL2(F ⊗Q Q`).
2. Fu¨r fast alle ` ∈ P gilt
ϕ`(GK) = BF`,d.
Beweis. Wir ko¨nnen hier Beweise von Ribet benutzen.
Zu 1 : Wir u¨bernehmen den Beweis von Theorem (1.2) von Ribet in [Ri75]: daß
die φλ nicht potentiell abelsch sind wissen wir nach Satz 33. Ribet formuliert die
Aussage nur fu¨r d > 0, aber die Fa¨lle d ≤ 0 ko¨nnen analog mitbehandelt werden.
Zu 2 : Ribet zeigt in [Ri76] folgendes Theorem (er formuliert es aber etwas spe-
zieller):
Theorem ([Ri76], (5.3.5.)). Es sei (φλ : GK → GL2(Eλ))λ∈ΣE ein E-rationales,
strikt kompatibles System λ-adischer Darstellungen, fu¨r das mit einem d ∈ Z gilt
(det ◦φλ)λ∈ΣE = (χdcyc,λ)λ∈ΣE . Das System sei spurenstabil mit Frobeniusko¨rper
E. Die Verhalbeinfachungen der φλ seien alle nicht potentiell abelsch. Dann gilt
fu¨r fast alle Primzahlen `, die in E|Q vollzerlegt sind:
ϕ¯`(GK) = {A ∈ GL2(FF` )| det(A) ∈ (F`∗)d}.
Daraus folgert er:
Corollar ([Ri76], (5.3.6.)). Seien die Voraussetzungen wie im Theorem. Dann
gibt es ein v ∈ ΣK außerhalb der Ausnahmemenge des Systems, so daß fu¨r das
Quadrat der Spur vom Frobenius a2v gilt
Q(a2v) = F.
Das bedeutet aber, daß es in fast jedem ϕ¯`(GK) ein Element x gibt, dessen
Spur zum Quadrat (Tr(x))2 die F`-Algebra FF` erzeugt. Damit sind die Voraus-
setzungen zum Theorem (3.1) von Ribet ([Ri75]) erfu¨llt, und wir erhalten fu¨r fast
alle ` ∈ P :
ϕ¯`(GK) = {A ∈ GL2(FF` )| det(A) ∈ (F`∗)d}.
Dann folgt aber aus Corollar (2.2) von Ribet ([Ri75]) fu¨r die unverzweigten
Stellen von E|Q außerhalb S die Behauptung.
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Corollar 41. Sei (φλ : GK → GL2(Eλ))λ∈ΣE ein zweidimensionales System λ-
adischer Darstellungen, das die Eigenschaften (i)E,(ii)E,(iii)E und (iv) erfu¨llt
und spurenstabil mit Frobeniusko¨rper E ist. Mit einem d ∈ Z gelte (det ◦φλ)λ∈ΣE =
(χdcyc,λ)λ∈ΣE . Das System (φλ)λ sei nicht potentiell durch algebraische Heckecha-
raktere gegeben.
1. Dann gilt fu¨r alle ` ∈ P :
ϕ`(GK)
offen⊂ BE`,d := {A ∈ GL2(OE` ) | det(A) ∈ (Z`∗)d}.
2. Fu¨r fast alle ` ∈ P gilt
ϕ`(GK) = BE`,d.
Beweis. klar
Dieses Corollar entspricht der Situation in [Ri76], wo nur der spurenstabile
Fall mit Frobeniusko¨rper E betrachtet wird.
Es folgt nun eine Aussage u¨ber den allgemeinen, nicht notwendig spurenstabilen
Fall:
Satz 42. Seien K und E Zahlko¨rper und sei (φλ : GK → GL2(Eλ))λ∈ΣE ein
zweidimensionales System λ-adischer Darstellungen mit den Eigenschaften (i)E,
(ii)E, (iii)E, (iv). Der stabile Frobeniusko¨rper sei F ⊂ E und mit einem d ∈ Z
gelte (det ◦φλ)λ∈ΣE = (χdcyc,λ)λ∈ΣE . Das System sei nicht potentiell durch alge-
braische Heckecharaktere gegeben.
Dann gibt es eine endliche Stellenmenge S ⊂ P , so daß gilt:
1. Fu¨r alle λ ∈ ΣE \ SE (wobei SE := {λ ∈ ΣE|λ|` ∈ S}) entha¨lt φλ(GK) ein
Konjugiertes von
BFλ,d := {A ∈ GL2(OFλ ) | det(A) ∈ (Z`∗)d}
als Untergruppe vom Index 1 oder 2.
2. Es existiert eine abelsche, außerhalb der Ausnahmemenge S des Systems
unverzweigte, galoissche Ko¨rpererweiterung K ′|K vom Exponenten 2, so
daß φλ|GK′ spurenstabil ist mit Frobeniusko¨rper FK′ = F . Es gilt fu¨r alle
` ∈ P \ S :
φ`(GK′) ist ein Konjugiertes von BF`,d.
3. Der stabile Frobeniusko¨rper F des Systems ist
F = Q(a2v|v ∈ ΣK \ S),
wird also u¨ber Q von den Quadraten der Spuren av der Frobenii außer-
halb der Ausnahmemenge S des Systems (φλ)λ erzeugt. Es gibt bereits ein
einziges v0 ∈ ΣK \ S, so daß
F = Q(a2v0)
ist.
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Beweis. Sei K ′|K eine endliche Ko¨rpererweiterung, so daß FK′ = F ist. Wegen
Lemma 38 ko¨nnen wir annehmen, daß fu¨r jedes λ außerhalb einer endlichen Stel-
lenmenge S ⊂ ΣE die Darstellung φ`|GK′ schon nach GL2(Fλ) geht.
zu 1.
Nach Satz 40 gilt fu¨r fast alle ` ∈ P : φ`(GK′) = BF`,d. Sei jetzt OE ` 6= 2. Da
wir ohne Beschra¨nkung der Allgemeinheit K ′|K als galoissch annehmen ko¨nnen,
sehen wir, daß fu¨r fast alle Stellen λ ∈ ΣE die Gruppe φλ(GK) als Normalteiler
ein Konjugiertes von BFλ,d entha¨lt. Wa¨hle eine Basis, so daß φλ(GK) ⊃ BFλ,d. Fu¨r
jedes
A =
(
a b
c d
)
∈ φλ(GK)
und jedes B ∈ BFλ,d gilt dann also
1
det(A)
(
a b
c d
)
B
(
d −b
−c a
)
∈ BFλ,d ⊂ GL2(OFλ ),
und da det(A) ∈ Z`∗ liegt, auch schon(
a b
c d
)
B
(
d −b
−c a
)
∈ GL2(OFλ ).
Nutze dies fu¨r verschiedene Elemente aus BFλ,d aus und erhalte:(
a b
c d
)(
1 1
0 1
)(
d −b
−c a
)
=
(
det(A)− ac a2
−c2 det(A) + ac
)
∈ GL2(OFλ ),(
a b
c d
)(
1 0
1 1
)(
d −b
−c a
)
=
(
det(A) + bd −b2
d2 det(A)− bd
)
∈ GL2(OFλ ),
(
a b
c d
)(
1 1
−1 0
)(
d −b
−c a
)
=
(
ad− ac− bd a2 − b2 − ab
−c2 − d2 + cd ac− bc+ bd
)
∈ GL2(OFλ ).
Hieraus lesen wir ab: a2, b2, c2, d2, ab, ac, ad, bc, bd, cd ∈ OFλ . Daraus erkennt man,
daß wenn eines der a, b, c, d schon inOFλ \{0} ist, alle anderen auch ganze Elemente
von Fλ sind (und damit A schon in BFλ,d liegt). Sei v Fortsetzung der diskreten
Bewertung auf F . Hat eines der a, b, c, d eine gebrochene (positive!) Bewertung,
so mu¨ssen offenbar alle gebrochene Bewertungen haben (oder Null sein); das ist
aber ein Widerspruch, da die Determinante von A dann positive Bewertung hat,
also keine Einheit sein kann. Also haben a, b, c, d ganzzahlige Bewertungen. Im
Fall A 6∈ BFλ,d folgt dann offenbar
A =
√

(
a′ b′
c′ d′
)
58
mit  ∈ (OFλ )∗,
√
 6∈ (OFλ )∗ und a′, b′, c′, d′ ∈ OFλ . Insgesamt folgt, daß entweder
φλ(GK) = BFλ,d
ist, oder mit einem A der obigen Form
φλ(GK) = BFλ,d∪˙ABFλ,d.
Denn ist ein A′ ∈ φλ(GK) \ BFλ,d, so ist offenbar A−1A′ ∈ BFλ,d.
zu 2.
In 1. haben wir gesehen, daß fu¨r fast alle λ ∈ ΣE entweder schon φλ(GK) = BFλ,d
ist, oder es gibt eine quadratische Ko¨rpererweiterung Kλ|K, so daß φλ(GKλ) =
BFλ,d ist. Wir wollen sehen, daß diese Ko¨rpererweiterungen Kλ|K fu¨r fast alle λ
außerhalb S unverzweigt sind! Da dies jeweils fu¨r alle Stellen von K, die nicht
u¨ber ` liegen, klar ist, mu¨ssen wir also fu¨r eine Stelle v ∈ ΣK mit v|` zeigen,
daß φλ(Iv) ⊂ BFλ,d ist. Nehmen wir also an, es gibt Elemente in φλ(Iv) \ BFλ,d.
Diese sind dann von der Form
√
A mit  ∈ OFλ ∗,
√
 6∈ OFλ ∗ und A ∈ GL2(OFλ ).
Dann sind aber auch nach Reduktion Elemente in φλ(Iv) \ AFλ,d (wobei AFλ,d :=
{A ∈ GL2(Fλ)| det(A) ∈ (F`∗)d}), und zwar jedenfalls von der Form tB mit
t ∈ F`2m \ F`m , t2 ∈ F`m und B ∈ GL2(F`m), wenn der Restklassenko¨rper von
OFλ gleich F`m ist. Sei jetzt die Operation von Iv auf der Reduktion durch die
fundamentalen Charaktere
θ
s10+s
1
1`+...+s
1
r−1`
r−1
r : I
t
v → F∗`r
und
θ
s20+s
2
1`+...+s
2
r−1`
r−1
r : I
t
v → F∗`r
mit |sji | ≤ N0 gegeben, und sei ϑ ein Erzeugendes von F∗`r . Dann sind also
λi := ϑ
si0+s
i
1`+...+s
i
r−1`
r−1
die Eigenwerte eines Erzeugenden A0 von φλ(Iv), das
nach Annahme nicht in AFλ,d liegt. Dann ist fu¨r sehr großes ` immer λ1 6= −λ2:
dies folgt mit Bemerkung 4 (2)(ii), denn aus λ1 = −λ2 folgt
ϑ(s
1
0−s20)+(s11−s21)`+...+(s1r−1−s2r−1)`r−1 = −1,
also
ord
(
ϑ(s
1
0−s20)+(s11−s21)`+...+(s1r−1−s2r−1)`r−1
)
= 2.
Das Erzeugende A0 hat also ohne Beschra¨nkung der Allgemeinheit eine nicht
verschwindende Spur, und deshalb gilt nach Annahme
Tr(A0) ∈ F`2m \ F`m Tr(A20) ∈ F`m .
1.Fall: Die Eigenwerte λ2i von A
2
0 liegen in F`m
Das heißt, wir haben (λ2i )
`m−1 = 1 und damit
λ`
m−1
i = ϑ
(si0+s
i
1`+...+s
i
r−1`
r−1)(`m−1) ∈ {−1, 1}.
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Mit Bemerkung 4 (2) (ii) folgt dann aber fu¨r ` >> 0 schon (λi)
`m−1 = 1 und
damit Tr(A0) ∈ F`m , was ein Widerspruch ist.
2.Fall: Die Eigenwerte von A20 liegen in F`2m und sind zueinander konjugiert
Das heißt, wir haben (λ21)
`m = λ22 ∈ F`2m und damit
λ`
m
1 λ
−1
2 = ϑ
`m(s10+s
1
1`+...+s
1
r−1`
r−1)−(s20+s21`+...+s2r−1`r−1) ∈ {−1, 1}.
Mit Bemerkung 4 (2) (ii) folgt dann aber fu¨r ` >> 0 schon (λ1)
`m = λ2 ∈ F`2m
und damit Tr(A0) ∈ F`m , was ein Widerspruch ist. Wir haben gesehen: die Kλ|K
sind tatsa¨chlich fu¨r fast alle λ außerhalb S unverzweigt.
Da es nur endlich viele außerhalb S unverzweigte quadratische Ko¨rpererweite-
rungen von K gibt, ko¨nnen wir das Kompositum K ′ in K bilden und es gilt dann
fu¨r fast alle λ ∈ ΣE: φλ(GK′) = BFλ,d. Nun ist also offenbar der Frobeniusko¨rper
des Systems (φλ|GK′ )λ in F enthalten, und da andererseits F der stabile Frobe-
niusko¨rper von (φλ)λ ist, muß der Frobeniusko¨rper von (φλ|GK′ )λ schon gleich F
sein. Mit Satz 40 folgt der Rest der Behauptung.
zu 3.
Sei K ′|K eine galoissche Erweiterung vom Exponenten 2, so daß FK′ = F ist.
Beachte nun, daß fu¨r ein x ∈ GL2(Eλ) gilt (Tr(x))2 = Tr(x2) + 2 det(x), und daß
die Determinanten der Frobenii in Q liegen! Da K ′|K vom Exponenten 2 ist, ist
klar, daß
Q(a2v|v ∈ ΣK \ S) ⊂ FK′ = F
ist. Andererseits haben wir im Beweis des zweiten Teils von Satz 40 gesehen, daß
es eine Stelle v0 von K
′ gibt, so daß Q(a2v0) = F ist. Da
Q(a2v0) ⊂ Q(a2w|w ∈ ΣK′ \ S) ⊂ Q(a2v|v ∈ ΣK \ S),
folgt die Behauptung.
Folgendes Corollar entspricht der Situation in [Ri97].
Corollar 43. Sei E ein Zahlko¨rper und sei (φλ : GQ → GL2(Eλ))λ∈ΣE ein zweidi-
mensionales System λ-adischer Darstellungen mit den Eigenschaften (i)E, (iii)E,
(iv). Jedes φλ sei an den Stellen, die nicht u¨ber ` liegen, semistabil. Der Fro-
beniusko¨rper sei FQ und mit einem ungeraden d ∈ Z gelte (det ◦φλ)λ∈ΣE =
(χdcyc,λ)λ∈ΣE . Das System sei nicht potentiell durch algebraische Heckecharaktere
gegeben.
1. Dann gilt fu¨r jedes ` ∈ P : ein Konjugiertes von φλ(GQ) ist offen in BFQ`,d ent-
halten.
2. Fu¨r fast alle ` ∈ P gilt: φλ(GQ) ist ein Konjugiertes von BFQ`,d .
Beweis. Zuna¨chst liegt das Bild jeder Darstellung φλ bezu¨glich einer geeigneten
Basis in GL2(OFQλ ), da d ungerade und Q total reell ist (Bemerkung 39 (i)).
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Wir mu¨ssen jetzt nur noch zeigen, daß die quadratischen Ko¨rpererweiterungen
Kλ|Q aus dem Beweis von Satz 42, Teil (ii) u¨berall unverzweigt sind. Da es keine
unverzweigte Ko¨rpererweiterung von Q gibt, folgt daraus dann, daß FQ schon
stabiler Frobeniusko¨rper ist, und daraus die Behauptung. Nun haben wir aber
im Beweis von 42, Teil (i) gesehen, daß jedes Element A ∈ φλ(GK)\BF`,d entweder
Tr(A) = 0 oder Tr(A) 6∈ Fλ hat. Da aber die Darstellung nach Voraussetzung
an allen Stellen, die nicht u¨ber ` liegen, semistabil ist, hat jedes Element aus der
Tra¨gheitsgruppe Spur gleich zwei! Daß fast alle Kλ an den Stellen v|` unverzweigt
sind, haben wir im Beweis von Satz 42, Teil (iii) gesehen.
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6.4 Adelische Version
Wir wollen nun zu einem System ganzer λ-adischer Darstellungen
(ϕλ : GK → GL2(OEλ ))λ
das Produkt der ϕ`, das wir mit ϕ bezeichnen wollen,
ϕ : GK −→
∏
`∈P
GL2(OE` )
betrachten. Uns interessiert die Gro¨ße des Bildes fu¨r den Fall, daß das System
(ϕλ)λ nicht potentiell durch algebraische Heckecharaktere gegeben wird.
Satz 44. Seien K und E Zahlko¨rper und sei (ϕλ : GK → GL2(OEλ ))λ∈ΣE ein zwei-
dimensionales System ganzer λ-adischer Darstellungen mit Eigenschaften (i)E,
(ii)E, (iii)E, (iv), das nicht potentiell durch algebraische Heckecharaktere gegeben
wird. Das System sei spurenstabil mit Frobeniusko¨rper E und mit einem d ∈ Z
gelte (det ◦ϕλ)λ∈ΣE = (χdcyc,λ)λ∈ΣE . Dann gilt
ϕ(GK)
offen⊂
∏
`∈P
BE`,d,
wobei hier wieder BE`,d = {A ∈ GL2(OE` ) | det(A) ∈ (Z`∗)d} bezeichnen soll. Das
heißt insbesondere fu¨r d = 0:
ϕ(GK)
offen⊂
∏
`∈P
SL2(OE` ).
Fu¨r den Beweis formulieren wir zuerst folgendes Lemma:
Lemma 45. Sei S eine endliche Menge von Primzahlen und G ⊂∏`∈S BE`,d eine
abgeschlossene Untergruppe, deren Projektionen pr`(G) ⊂ BE`,d alle offen sind.
Dann ist G
offen⊂ ∏`∈S BE`,d.
Beweis Lemma. (vergleiche [Ri97], Corollary 7.2) Fixiere zuna¨chst ein ` ∈ S. Sei
G` := pr`(G) und G
′
` der Kern der Komposition
G` ↪→ GL2(OE` ) −→ GL2(FE` ).
Natu¨rlich hat G′` endlichen Index in G`, also ist auch G
′
` offen in BE`,d. Außerdem
ist G′` eine pro-`-Gruppe; tatsa¨chlich ist es der projektive Limes von nilpotenten
Gruppen von `-Potenz Ordnung.
Sei G′S = (
∏
`∈S G
′
`) ∩ G. Als Untergruppe von
∏
`∈S G
′
` ist G
′
S pronilpotent.
Deshalb ist G′S Produkt seiner Sylow-Gruppen, also G
′
S =
∏
`∈S G
′
`. Also hat G
′
S
endlichen Index in
∏
`∈S G`, was wiederum offen in
∏
`∈S BE`,d ist. Daraus folgt die
Behauptung.
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Fu¨r die weiteren U¨berlegungen fu¨hren wir zuna¨chst eine Terminologie von Ser-
re ([Se68] IV-25) ein: Sei Y eine proendliche Gruppe und A eine endliche, einfache
Gruppe. Wir sagen A kommt vor in Y (A occurs in Y ), wenn es abgeschlossene
Untergruppen Y1, Y2 von Y gibt, so daß Y1 eine normale Untergruppe von Y2 ist
und A isomorph zu Y2/Y1 ist. Mit Occ(Y ) bezeichnen wir die Menge der Klassen
von endlichen, einfachen, nicht-abelschen Gruppen, die in Y vorkommen.
Bemerkung 46. Seien alle auftretenden Gruppen proendlich.
(i) Ist Y = lim←−
α
Yα und sind alle Projektionen Y
prα→ Yα surjektiv, so gilt
Occ(Y ) =
⋃
α
Occ(Yα).
(ii) Ist Y eine Erweiterung von Y ′ und Y ′′, so gilt
Occ(Y ) = Occ(Y ′) ∪Occ(Y ′′).
(iii) Mit Sλ := PSL2(Fλ) gilt:
Occ(GL2(Oλ)) = Occ(GL2(Fλ)) = Occ(SL2(Fλ)) = Occ(Sλ).
(iv) Fu¨r ` ≥ 5 gilt:
Occ(Sλ) ⊂ {PSL2(K) | K ⊂ Fλ Teilko¨rper}∪˙{A5}.
Beweis Bemerkung.
zu (ii):
”
⊃“ Erstens ist Occ(Y ′) ⊂ Occ(Y ), da Y ′ als Kern eines stetigen Ho-
momorphismus in eine hausdorffsche topologische Gruppe eine abgeschlossene
Untergruppe von Y ist. Zweitens gilt Occ(Y ′′) ⊂ Occ(Y ), wenn Y p−→ Y ′′ ist:
Seien Y1CY2 abgeschlossene Untergruppen von Y ′′. Dann sind p−1(Y1)C p−1(Y2)
abgeschlossene Untergruppen von Y und es gilt p−1(Y2)/p−1(Y1) ' Y2/Y1.
”
⊂“ Seien Y1 C Y2 abgeschlossene Untergruppen von Y und sei Y2/Y1 endlich,
einfach und nicht abelsch. Da die Y1, Y2 als abgeschlossene Untergruppen der
kompakten Gruppe Y auch kompakt sind, sind auch die Gruppen p(Y2), p(Y1)
abgeschlossen, und wegen der Surjektivita¨t ist p(Y1)Cp(Y2). Wir haben dann die
exakte Sequenz:
1 −→ (Y2 ∩ Y ′)/(Y1 ∩ Y ′) −→ Y2/Y1 −→ p(Y2)/p(Y1) −→ 1.
Wegen der Einfachheit von Y2/Y1 gilt entweder Y2/Y1 ' (Y2 ∩Y ′)/(Y1 ∩Y ′), also
Y2/Y1 ∈ Occ(Y ′), oder Y2/Y1 ' p(Y2)/p(Y1), also Y2/Y1 ∈ Occ(Y ′′).
zu (i):
”
⊃“ Dies folgt aus (ii)
”
⊃“.
”
⊂“ Seien Y1 C Y2 abgeschlossene Untergruppen von Y und sei Y2/Y1 einfach
und nicht die triviale Gruppe. Dann gibt es ein α, so daß prα(Y2) 6= prα(Y1) ist.
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Dann ist der Kern des kanonischen Epimorphismus Y2/Y1 → prα(Y2)/prα(Y1) ein
Normalteiler der einfachen Gruppe Y2/Y1, der aber nach Wahl des α nicht gleich
Y2/Y1 ist. Also ist Y2/Y1 ' prα(Y2)/prα(Y1).
zu (iii): Erstes
”
=“ gilt mit (ii), da GL2(Oλ) Erweiterung von einer pro-`-Gruppe
und GL2(Fλ) ist; in ersterer kommt keine (nicht abelsche, einfache) Gruppe vor,
da sie auflo¨sbar ist. Das na¨chste
”
=“ gilt, da GL2(Fλ) Erweiterung von SL2(Fλ)
und Fλ∗ ist, und in letzterer keine (nicht abelsche) Gruppe vorkommt, da sie ja
selbst abelsch ist. Das letzte
”
=“ folgt dann, da SL2(Fλ) Erweiterung von {1,−1}
und Sλ ist.
zu(iv): Seien Y1CY2 abgeschlossene Untergruppen von Sλ und sei Y2/Y1 endlich,
einfach und nicht abelsch. Zuna¨chst ist klar, daß Y2, wenn man die Elemente als
gebrochen lineare Funktionen auf P1(Fλ) operieren la¨ßt, keinen Fixpunkt hat:
sonst wa¨re Y2/Y1 als Subquotient einer Borelschen Untergruppe von GL2(Fλ)
auflo¨sbar. Nehmen wir zuna¨chst an, daß ` die Ordnung von Y2 nicht teilt. Es ist
bekannt (z.B. Proposition 16 [Se72]), daß in diesem Fall Y2 entweder zyklisch,
eine Diedergruppe oder isomorph zu einer der Gruppen A4,S4 oder A5 ist. Die
ersten vier Fa¨lle ko¨nnen offenbar nicht vorliegen, da sonst Y2 und also auch Y2/Y1
auflo¨sbar wa¨re. Im letzten Fall kann nur Y1 = {1} sein, und also ist in diesem
Fall Y2/Y1 ' A5. Teilt aber ` die Ordnung von Y2, so wissen wir (z.B. Proposition
(3.6) [Ri75]: hier beno¨tigen wir ` ≥ 5(!)): Es gibt einen Teilko¨rper K ⊂ Fλ so
daß Y2 isomorph zu PSL2(K) oder PGL2(K) ist. Da erstere Gruppe einfach ist,
ist in diesem Fall Y1 = {1} und Y2/Y1 ' PSL2(K). Es ist aber Occ(PGL2(K)) =
Occ(PSL2(K)), also ist auch im zweiten Fall Y2/Y1 ' PSL2(K).
Man weiß fu¨r ` > 5 genauer: Falls (` = ±1 mod 5) oder 2 den Grad [Fλ : F`]
teilt, gilt Occ(Sλ) = {PSL2(K) | K ⊂ Fλ Teilko¨rper}∪˙{A5}, anderenfalls ist
Occ(Sλ) = {PSL2(K) | K ⊂ Fλ Teilko¨rper}. Dies folgt aus [Se72] 2.5. Remarque
und [Se68] IV-25.
Mit diesem Hilfsmittel ko¨nnen wir jetzt folgendes entscheidende Lemma beweisen:
Lemma 47. Sei S eine endliche Menge von Primzahlen, die 2,3,5 und alle in
E|Q verzweigten Primzahlen entha¨lt, und G ⊂ ∏`∈P BE`,d eine abgeschlossene
Untergruppe. Fu¨r alle ` ∈ P \ S gelte pr`(G) = BE`,d. Dann ist∏
`∈P\S
SL2(OE` ) ⊂ G.
Beweis Lemma. Offenbar genu¨gt es zu zeigen, daß fu¨r jedes ` ∈ P \ S die Grup-
pe SL2(OE` ) Untergruppe von G ist. Sei also ein `0 ∈ P \ S fixiert. Wir be-
trachten jetzt fu¨r jede Stelle λ0|`0 von E die Projektion unserer Gruppe G auf∏
`∈P\{`0} BE`,d × GL2(OEλ0) und bezeichnen diese mit Gλ0 . Sei nun Hλ0 := Gλ0 ∩
GL2(OEλ0). Da SL2(OEλ0)
abg.⊂ prλ0(G) = prλ0(Gλ0) mit prλ :
∏
`∈P BE`,d → GL2(OEλ )
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ist, gilt Sλ0 ∈ Occ(prλ0(Gλ0)) und somit nach Bemerkung 46 (ii)
Sλ0 ∈ Occ(Gλ0).
Andererseits ist aber Gλ0/Hλ0 isomorph zu einer abgeschlossenen Untergruppe
von
∏
λ|`∈P\{`0}GL2(OEλ ) und (siehe Bemerkung!) deshalb
Occ(Gλ0/Hλ0) ⊂ Occ(
∏
λ|`∈P\{`0}
GL2(OEλ ))
(i)
=
⋃
λ|`∈P\{`0}
Occ(GL2(OEλ ))
(iii)
=
⋃
λ|`∈P\{`0}
Occ(Sλ)
und also Sλ0 6∈ Occ(Gλ0/Hλ0); letzteres folgt aus Bemerkung (iv) und der Tat-
sache, daß fu¨r endliche Ko¨rper K und K ′ mit unterschiedlicher Charakteristik
immer PSL2(K) 6' PSL2(K ′) ist. Da nun
Occ(Gλ0) = Occ(Gλ0/Hλ0) ∪Occ(Hλ0)
ist, haben wir also
Sλ0 ∈ Occ(Hλ0).
Sei H˜λ0 das Bild von Hλ0 ∩SL2(OEλ0) in SL2(Fλ0); da der Kern eine pro-`-Gruppe
ist, also in ihm keine (nicht abelsche) Gruppen vorkommen, haben wir
Occ(Hλ0) = Occ(Hλ0 ∩ SL2(OEλ0)) = Occ(H˜λ0),
also Sλ0 ∈ Occ(H˜λ0). Das heißt aber nun, daß H˜λ0/{1,−1} ' PSL2(Fλ0) ist, was
aber schon H˜λ0 = SL2(Fλ0) bedeutet, da SL2(Fλ0) keinen nichttrivialen abelschen
Quotienten besitzt. Nach [Ri75] Theorem (2.1) entha¨lt Hλ0 dann aber SL2(OEλ0).
Nun betrachten wir den Normalteiler H`0 := G ∩ BE`0,d von G und das Bild H˜`0
von H`0 ∩ SL2(OE`0) in SL2(FE`0). Wir haben gerade gezeigt, daß fu¨r jedes λ0|`0
SL2(OEλ0) ⊂ prλ0(H`0)
gilt, also auch SL2(Fλ0) ⊂ prλ0(H˜`0). Wir wollen fu¨r jedes λ0|`0 zeigen, daß
SL2(Fλ0) ⊂ H˜`0 ist. Seien jetzt etwa λ0, ..., λt die Stellen von E u¨ber `0, und
wir zeigen SL2(Fλ0) ⊂ H˜`0 . Da SL2(Fλ0) seine eigene Kommutatoruntergruppe
ist, mu¨ssen wir nur zeigen, daß fu¨r zwei beliebige Elemente A,B ∈ SL2(Fλ0)
das Element (ABA−1B−1, 1, ..., 1) in H˜`0 enthalten ist. Es gibt nach dem eben
gezeigten ein Element
(B,B1, ..., Bt) ∈ H˜`0 .
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Nun ist aber H`0 Normalteiler in G, also auch H˜`0 Normalteiler in G˜, wenn
G˜ das Bild von G ∩ ∏`∈P SL2(OE` ) in ∏`∈P SL2(FE` ) ist. Dann ist aber auch
pr`0(H˜`0) = H˜`0 Normalteiler in pr`0(G˜) = SL2(FE`0). Also ist mit dem Element
(A, 1, ..., 1) ∈ SL2(FE`0) auch
(A, 1, ..., 1)(B,B1, ..., Bt)(A
−1, 1, ..., 1) = (ABA−1, B2, ..., Bt) ∈ H˜`0
und dann auch
(ABA−1, B1, ..., Bt)(B,B1, ..., Bt)−1 = (ABA−1B−1, 1, ..., 1) ∈ H˜`0 .
Nach Theorem (2.1) [Ri75] entha¨lt H`0 dann aber SL2(OE`0).
Lemma 48. Sei G ⊂ ∏`∈P BE`,d eine abgeschlossene Untergruppe und S eine
endliche Menge von Primzahlen. Es sei
∏
`∈P\S BE`,d ⊂ G und es sei prS(G)
offen⊂∏
`∈S BE`,d. Dann ist
G
offen⊂
∏
`∈P
BE`,d.
Beweis Lemma. Wir zeigen: G = pr−1S (prS(G)), was die Behauptung beweist.
Sei also a ∈ pr−1S (prS(G)). Dann gibt es ein b ∈ G mit prS(b) = prS(a), also
ab−1 ∈ ker(prS) =
∏
`∈P\S BE`,d ⊂ G. Also:
a = ab−1︸︷︷︸
∈G
b︸︷︷︸
∈G
∈ G.
Nach dieser Vorarbeit kommen wir nun zum Beweis des Satzes:
Beweis Satz 44. Wegen Corollar 41 und Lemma 45 mu¨ssen wir, um durch Lemma
48 den Satz bewiesen zu haben, noch eine endliche Menge S von Primzahlen fin-
den, so daß
∏
`∈P\S BE`,d ⊂ ϕ(GK) ist. Sei S eine endliche Menge von Primzahlen,
die alle in K|Q verzweigten Stellen entha¨lt und außerdem die Primzahlen, die von
Stellen aus der Ausnahmemenge des Systems geteilt werden. Dann gilt offenbar
fu¨r jede Stelle v ∈ ΣK , die u¨ber einer Primzahl `0 6∈ S liegt, jede Fortsetzung v
auf K und die zugeho¨rige Tra¨gheitsgruppe Iv:
ϕ(Iv) ⊂ BE`0,d ⊂
∏
`∈P\S
BE`,d und det(ϕ(Iv)) = (Z∗`0)d ⊂
∏
`∈P\S
(Z∗`)d.
Vereinen wir jetzt unser S mit der endlichen Stellenmenge aus Corollar 41 Teil 2.
und nehmen die Primzahlen 2,3,5 und die, die in E|Q verzweigen, hinzu, so gilt
fu¨r unser neues S wegen Lemma 47:
∏
`∈P\S SL2(OE` ) ⊂ ϕ(GK). Insgesamt folgt∏
`∈P\S
BE`,d ⊂ ϕ(GK),
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denn wenn A ∈∏`∈P\S BE`,d ist, gibt es ein B ∈ ϕ(GK)∩∏`∈P\S BE`,d mit det(B) =
det(A), also AB−1 ∈∏`∈P\S SL2(OE` ) ⊂ ϕ(GK).
Es sei hier noch vermerkt, daß sich der Beweis erheblich vereinfacht, wenn man
die Aussage nur fu¨r d ungerade zeigen mo¨chte. Wir ko¨nnen in diesem Fall na¨mlich
Ribets Idee aus [Ri97] anwenden, um zu zeigen, daß fu¨r fast alle Primzahlen BE`,d ⊂
ϕ(GK) ist: sei v ∈ ΣK und Xv der Abschluß des kleinsten Normalteilers von GK ,
der die Tra¨gheitsgruppe Iv entha¨lt. Dann ist fu¨r eine ”
gute“ Stelle ϕ(Xv) = BE`,d.
Entscheidend fu¨r die Argumentation ist aber, daß ϕ`(Iv) nicht in den Homothetien
enthalten ist, was man nur fu¨r ungerades d ausschließen kann.
Corollar 49. Seien K und E Zahlko¨rper und sei (ϕλ : GK → GL2(OEλ ))λ∈ΣE ein
zweidimensionales System ganzer λ-adischer Darstellungen mit den Eigenschaf-
ten (i)E, (ii)E, (iii)E und (iv), das nicht potentiell durch algebraische Heckecha-
raktere gegeben wird. Das System habe stabilen Frobeniusko¨rper F und mit einem
d ∈ Z gelte (det ◦ϕλ)λ∈ΣE = (χdcyc,λ)λ∈ΣE . Sei K ′|K, so daß das System beschra¨nkt
auf GK′ Frobeniusko¨rper F hat. Dann gilt fu¨r die Stellenmenge SF ⊂ ΣF und das
System λF -adischer Darstellungen (ϕˆλF : GK′ → GL2(OFλF ))λF∈ΣF \SF aus Lemma
38 (das ohne Beschra¨nkung der Allgemeinheit als ganz gewa¨hlt werden kann) und
das Produkt ϕˆSF :=
∏
`∈P\S ϕˆλF (wobei S := {` ∈ P | ∃v ∈ SF : v|`})
ϕˆSF (GK′)
offen⊂
∏
`∈P\S
BF`,d.
Das heißt insbesondere fu¨r d = 0:
ϕˆSF (GK′)
offen⊂
∏
`∈P\S
SL2(OF` ).
Beweis. klar
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6.5 Die Lie-Algebren zu den Bildern φλ(GK)
In den letzten beiden Abschnitten konnten wir in der allgemeinen Situation im-
mer nur Aussagen fu¨r fast alle Darstellungen unseres Systems von Darstellungen
machen. Es ist auch tatsa¨chlich richtig, daß diese Aussagen nicht fu¨r alle Dar-
stellungen zutreffen mu¨ssen. Ein Beispiel dafu¨r sind Systeme von Darstellungen,
die zu gewissen Modulformen mit Twist geho¨ren (vergleiche dazu beispielsweise
§5 in [Ri77]). Und zwar tritt dies auf, wenn man die λ-adischen Darstellungen zu
Neuformen auf Γ1(N) := {( a bc d ) ∈ SL2(Z) | a ≡ d ≡ 1 mod N, c ≡ 0 mod N}
von ungeradem Gewicht und mit Nebentypus betrachtet. (Eine vollsta¨ndige Be-
schreibung solcher Darstellungen wurde von Momose in [Mo] gegeben!)
In diesem Abschnitt ko¨nnen wir Aussagen fu¨r alle Stellen λ von E machen:
wir werden immerhin erhalten, wie die Liealgebren an diesen
”
schlechten“ Stellen
aussehen.
Fu¨r die im folgenden benutzten Tatsachen u¨ber p-adische Liegruppen und ihre
Liealgebren vergleiche man [H]. Haben wir eine λ-adische Darstellung
φλ : GK → GL2(Eλ),
so ist φλ(GK) eine abgeschlossene Untergruppe von GL2m(Q`), wenn m = [Eλ :
Q`] ist, und also eine `-adische Liegruppe u¨ber dem Ko¨rper Q` ([H], Theorem 8).
Wir werden die zugeho¨rige Liealgebra mit gλ bezeichnen. Da φλ(GK) ⊂ GL2(Eλ),
ist offenbar
gλ ⊂ gl2(Eλ) :=M2×2(Eλ),
wobei dies die Liealgebra aller 2×2 Matrizen mit Eintra¨gen in Eλ ist. Wir fassen
folgenden Fakt aus [H] als Bemerkung zusammen:
Bemerkung 50. Sei G ⊂ GLn(Q`) eine `-adische Liegruppe u¨ber Q` und g ⊂
gln(Q`) die zugeho¨rige Liealgebra. Es gibt eine Umgebung der 1 in G, so daß fu¨r
jedes Element X aus dieser Umgebung log(X) :=
∑
i≥1(−1)i(X−1)i/i konvergiert
und in g liegt. Andersrum gibt es zu jedem A ∈ g ein t ∈ Q`∗, so daß exp(tA) :=∑
i≥0 t
iAi/i! konvergiert und in G liegt.
Zur Beschreibung der Liealgebren benutzen wir den Begriff der Quaternio-
nenalgebra u¨ber einem Ko¨rper k. Eine Quaternionenalgebra u¨ber einem Ko¨rper
der Charakteristik ungleich zwei kann folgendermaßen definiert werden:
Definition 51. Sei k ein Ko¨rper mit chark 6= 2. Eine Quaternionenalgebra H
u¨ber dem Ko¨rper k ist eine vierdimensionale k-Algebra mit Basis 1,i,j,ij, wobei
i, j ∈ H Elemente sind, die fu¨r zwei Einheiten a, b ∈ k∗ die Relationen
i2 = a , j2 = b , ij = −ji
erfu¨llen.
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Man hat den Begriff der reduzierten Spur t auf einer Quaternionenalgebra
(vergleiche [V]), die bei dieser Beschreibung durch
t(x+ yi+ zj + wij) = 2x ∈ k
gegeben ist. Der Spur-Null Anteil H0 ist offenbar ein k-Untervektorraum und
wird von i, j, ij erzeugt. Hat man eine Quaternionenalgebra H, so kann man sie
offenbar durch die Verknu¨pfung [A,B] := AB −BA zu einer Liealgebra machen,
und auch H0 wird auf diese Weise zu einer Liealgebra. Wir wollen die Liealgebra
dann wieder eine Quaternionenalgebra nennen. Folgende Klassifikation von Qua-
ternionenalgebren u¨ber lokalen Ko¨rpern ist bekannt (und beispielsweise in [V],
Cor. I.2.4 und Theo. II.1.1. zu finden).
Theorem 52. Sei Eλ|Q` eine endliche Ko¨rpererweiterung. Dann gibt es bis auf
Isomorphie zwei Quaternionenalgebren u¨ber Eλ: Die AlgebraM2×2(Eλ) und einen
Schiefko¨rper.
Wir kommen nun zur Formulierung unseres Satzes:
Satz 53. Seien K und E Zahlko¨rper. Gegeben sei ein zweidimensionales Sy-
stem (φλ : GK → GL2(Eλ))λ∈ΣE λ-adischer Darstellungen, das die Eigenschaf-
ten (i)E, (ii)E, (iii)E, (iv) hat. Der stabile Frobeniusko¨rper sei F und mit einem
d ∈ Z gelte (det ◦φλ)λ∈ΣE = (χdcyc,λ)λ∈ΣE . Das System sei nicht potentiell durch
algebraische Heckecharaktere gegeben. Die Liealgebren zu den `-adischen(!) Lie-
gruppen φλ(GK) seien mit gλ bezeichnet. Dann gibt es fu¨r jedes λ ∈ ΣE eine
Quaternionenalgebra Hλ u¨ber Fλ, so daß gilt
gλ ' (Hλ)0 falls d = 0
und
gλ ' (Hλ)0 ⊕Q` falls d 6= 0.
Fu¨r fast alle λ ∈ ΣE ist die Quaternionenalgebra Hλ ' M2×2(Fλ), also die Lie-
algebra (Hλ)0 ' sl2(Fλ) := {A ∈M2×2(Fλ)|Tr(A) = 0}.
Der Zusatz u¨ber die Liealgebren fu¨r fast alle λ ∈ ΣE ist klar, denn fu¨r fast alle
λ kennen wir die Liealgebra: fu¨r fast alle λ ist ein Konjugiertes von BFλ,d = {A ∈
GL2(OFλ )| det(A) ∈ (Z`∗)d} als offene Untergruppe im Bild φλ(GK) enthalten
(nach Satz 42). Deshalb hat φλ(GK) (nach Definition) dieselbe Liealgebra wie
BFλ,d, und diese ist im Fall d = 0 gerade sl2(Fλ), und im Fall d 6= 0 gerade
sl2(Fλ)⊕Q`. Unsere Untersuchungen mu¨ssen sich also jetzt auf die endlich vielen
anderen λ richten.
Zuna¨chst machen wir folgende Beobachtungen fu¨r unsere Liealgebren gλ:
(i) A ∈ gλ ⇒ Tr(A) ∈ Q`.
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(ii) A ∈ gλ ⇒ det(A) ∈ Fλ.
(iii) gλ operiert irreduzibel auf E
2
λ.
(iv) Die Liealgebra gλ ist nicht abelsch.
(v) Gibt es in gλ ein nilpotentes Element, so gilt bezu¨glich einer geeigneten
Basis: gλ ⊂M2×2(Fλ).
(vi) Gibt es in gλ ein u¨ber Fλ diagonalisierbares Element mit zwei verschiedenen
Eigenwerten, so gilt bezu¨glich einer geeigneten Basis: gλ ⊂M2×2(Fλ).
Beweis. Diese Beobachtungen folgen aus Bemerkung 50:
zu(i): Sei A ∈ gλ mit Eigenwerten λ1, λ2 ∈ Eλ. Dann gibt es ein t ∈ Q`∗, so daß
exp(tA) ∈ φλ(GK) ist, also det(exp(tA)) = exp(t(λ1+λ2)) ∈ Q`∗. Also war schon
(λ1 + λ2) ∈ Q`.
zu (ii): Sei A ∈ gλ. Dann gibt es ein t ∈ Q`∗, so daß exp(tA) ∈ φλ(GK) ist, also
det(exp(tA)),Tr(exp(tA)) ∈ Fλ. Es ist aber a¨quivalent, daß Spur und Determi-
nante von exp(tA) in Fλ liegen, und daß Spur und Determinante von A in Fλ
sind. Denn es ist fu¨r eine Matrix B ∈ GL2(Eλ) genau dann BtAB−1 ∈M2×2(Fλ),
wenn exp(B(tA)B−1) = B exp(tA)B−1 ∈ GL2(Fλ) ist.
zu (iii): Annahme: gλ ha¨lt eine Richtung R fest. Da aber nach Satz 33 jede offene
Untergruppe von φλ(GK) irreduzibel auf E
2
λ operiert, gibt es also auch in der
kleinen Umgebung der 1 aus Bemerkung 50 ein Element X, das die Richtung
R nicht festha¨lt. Das ist eine Widerspruch, da nach Voraussetzung logX das R
festha¨lt, dann aber auch X = exp(logX) die Richtung R festha¨lt.
zu (iv): Annahme: gλ ist abelsch. Dann gilt aber fu¨r alle Matrizen X,Y aus der
kleinen Umgebung von 1 aus Bemerkung 50, daß sie miteinander kommutieren.
Denn logX und log Y liegen ja in gλ, kommutieren also miteinander; dann ist
aber auch XY = exp(logX) exp(log Y ) = exp(log Y ) exp(logX) = Y X. Das
heißt aber, die Darstellung φλ wa¨re potentiell abelsch, was ein Widerspruch zu
Satz 33 ist.
zu (v): Sei A ∈ gλ nilpotent. Dann gibt es ein t ∈ Q`∗, so daß exp(tA) ∈ φλ(GK)
ist, und da auch tA nilpotent war, ist jetzt exp(tA) unipotent. Dann gibt es aber
nach Lemma 34 eine Basis, bezu¨glich der φλ(GK) ⊂ GL2(Fλ) ist, und dann ist
bezu¨glich dieser Basis auch gλ ⊂M2×2(Fλ).
zu (vi): Sei A ∈ gλ u¨ber Fλ diagonalisierbar und habe zwei verschiedene Eigenwer-
te. Dann gibt es ein t ∈ Q`∗, so daß exp(tA) ∈ φλ(GK) ist, und da auch tA zwei
verschiedene Eigenwerte in Fλ hat, gilt dies auch fu¨r exp(tA). Die Behauptung
folgt mit Lemma 35.
Beweis Satz 53. Sei X ein Element aus der kleinen Umgebung um 1 aus Be-
merkung 50, so daß Q`((TrX)2) = Fλ ist, was es ja nach Satz 42 gibt. Nenne
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das Element A := log(X) ∈ gλ, und seine Eigenwerte α1, α2. Sind die Eigen-
werte von X gleich, so ist (TrX)2 = 4det(X) ∈ Q`, also Fλ = Q`. Wegen
der Irreduzibilita¨t ko¨nnen aber nicht alle Elemente aus φλ(GK) Homothetien
sein. Ohne Beschra¨nkung der Allgemeinheit hat also X zwei verschiedene Eigen-
werte, und damit sind dann auch die Eigenwerte von A verschieden: α1 6= α2.
Wegen Q`(TrX) = Fλ gilt nach obiger Bemerkung zur A¨quivalenz in (ii) auch
Q`(detA) = Fλ, und dann auch Q`((α1 − α2)2) = Q`((TrA)︸ ︷︷ ︸
∈Q`
2 − 4 detA) = Fλ.
Nenne
∆ := α1 − α2.
Dabei sind die Zahlen α1 und α2 genau dann aus Fλ, wenn α1−α2 = Tr(A)−2α2
in Fλ liegt.
Schreibe jetzt bezu¨glich einer Basis von Eigenvektoren von A:
A =
(
α1 0
0 α2
)
.
Als erstes betrachten wir nun den Fall, wo α1, α2 ∈ Fλ sind. In diesem Fall
(vergleiche Beweis von Lemma 35) folgt schon bei unserer Wahl der Basis (und
eventueller Skalierung), daß gλ ⊂ M2×2(Fλ) ist. Wegen der Irreduzibilita¨t der
Operation von gλ auf E
2
λ gibt es dann aber
B =
(
b1 b2
b3 b4
)
, C =
(
c1 c2
c3 c4
)
∈ gλ
mit b2, c3 6= 0. Definiere
B1 := [A,B] =
(
0 ∆b2
−∆b3 0
)
und
Bi := [A,Bi−1] =
(
0 ∆ib2
(−1)i∆ib3 0
)
fu¨r i > 1 und entsprechend Ci. Sind nun b3 = c2 = 0, so sieht man sofort (da ∆
primitives Element von Fλ|Q` ist):
Fλ
(
0 1
0 0
)
+ Fλ
(
0 0
1 0
)
⊂ gλ,
und damit offenbar sl2(Fλ) ⊂ gλ. Dann folgt offensichtlich in diesem Fall die
Behauptung mit der Quaternionenalgebra Hλ = gl2(Fλ). Da aber sowohl ∆ als
auch ∆2 primitive Elemente von Fλ|Q` sind, muß im Minimalpolynom anXn +
an−1Xn−1 + ... + a0 ∈ Q`[X] von ∆ mindestens einer der Koeffizienten an mit
ungeradem n ungleich Null sein. Dann sind
B′ :=
n∑
i=0
ai(−1)i+1Bi+1 =
(
0 b′2
0 0
)
, C ′ :=
n∑
i=0
aiCi+1 =
(
0 0
c′3 0
)
∈ gλ
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mit b′2, c
′
3 6= 0. Wendet man obige Argumentation jetzt auf B′ und C ′ an, folgt
also die Behauptung.
Nun mu¨ssen wir den Fall betrachten, wo α1, α2 6∈ Fλ sind. Da gλ nach (iv) der
Beobachtungen nicht abelsch ist, muß es ein
B =
(
b1 b2
b3 b4
)
∈ gλ
geben, mit sagen wir b2 6= 0. Wir definieren die Bi wie oben. Da ∆2 primitives
Element von Fλ|Q` ist, sind dann
Fλ
(
0 b2
b3 0
)
+ Fλ
(
0 ∆b2
−∆b3 0
)
⊂ gλ.
Damit ist dann auch wegen der Abgeschlossenheit bezu¨glich der Lieklammer
Fλ
(
∆b2b3 0
0 −∆b2b3
)
⊂ gλ.
Es ist aber notwendig auch b3 6= 0, denn sonst wu¨rde nach der Beobachtung
(v) bezu¨glich einer geeigneten Basis gλ ⊂ M2×2(Fλ) sein, was aber offenbar ein
Widerspruch dazu ist, daß nun
Fλ(∆)
(
0 1
0 0
)
⊂ gλ
wa¨re. Nenne nun
i :=
(
0 b2
b3 0
)
und j :=
(
0 ∆b2
−∆b3 0
)
∈ gλ.
Es gilt offenbar i2 = b2b3 ∈ F ∗λ , j2 = −∆2b2b3 ∈ F ∗λ und ij = −ji. Also ist
tatsa¨chlich mit der Quaternionenalgebra H :=< 1, i, j, ij >Fλ u¨ber Fλ
H0 ⊂ gλ.
Im Fall, wo wir eine Basis wa¨hlen ko¨nnen, so daß gλ ⊂ M2×2(Fλ) ist, folgt die
Behauptung nun aus Dimensionsgru¨nden: wir haben oben gerade 3 dimQ` Fλ li-
near unabha¨ngige Vektoren in gλ ∩ sl2 gefunden, und da die Q`-Dimension von
gλ ∩ sl2(Fλ) ho¨chstens 3 dimQ` Fλ ist, folgt also gλ ∩ sl2 ' sl2(Fλ) und damit die
Behauptung mit Hλ = gl2(Fλ).
Nun kommen wir zu dem interessantesten Fall, na¨mlich dem, wo wir durch keine
Wahl der Basis gλ ⊂M2×2(Fλ) erreichen ko¨nnen. Bezu¨glich einer geeigneten Ba-
sis haben wir aber gλ ⊂ M2×2(Fλ(∆)). Nehmen wir also in diesem Fall an, daß
es ein X ∈ gλ ∩ sl2 \H0 gibt. Da {∆ki,∆kj,∆kij}k=0,...,2 dimQ` Fλ−1 eine Basis von
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sl2(Fλ(∆)) ist, ko¨nnen wir also ohne Beschra¨nkung der Allgemeinheit annehmen,
daß X in Fλ ·∆i+ Fλ ·∆j + Fλ ·∆ij liegt; sei also
X = a∆i+ b∆j + c∆ij
mit a, b, c ∈ Fλ. Es ist dann also [X, ij] = b(2b2b3∆2)︸ ︷︷ ︸
∈Fλ
∆i + a(2b2b3)︸ ︷︷ ︸
∈Fλ
∆j ∈ gλ.
Andererseits wissen wir schon, daß Y := a(2b2b3∆
2)i+ b(2b2b3∆
2)j ∈ gλ ist, also
ist auch
[X, ij] + Y =
(
0 β
0 0
)
∈ gλ,
wobei β = a(4b2
2b3∆
2)︸ ︷︷ ︸
∈Fλ
+ b(4b2
2b3∆
2)︸ ︷︷ ︸
∈Fλ
∆ ist. Nach Beobachtung (v) kann es aber
in gλ kein nilpotentes Element geben. Es muß demnach β = 0 sein, was aber
a = b = 0 erzwingt. Dann ist also
X = c∆ij.
Das ist aber fu¨r c 6= 0 ein Element mit zwei verschiedenen Eigenwerten in Fλ,
was nach Beobachtung (vi) ein Widerspruch ist. Wir haben also auch in diesem
Fall bewiesen, daß gλ ∩ sl = (Hλ)0 ist, wobei hier die Quaternionenalgebra Hλ
ein Schiefko¨rper sein muß. Da auch(
α1 0
0 α2
)
− 1/2
(
∆ 0
0 −∆
)
=
(
α1+α2
2
0
0 α1+α2
2
)
∈ gλ
ist, folgt
Q`
(
1 0
0 1
)
∈ gλ.
Andererseits ist fu¨r jedes
A =
(
a b
c d
)
∈ gλ
A =
(
a+d
2
0
0 a+d
2
)
+
(
a−d
2
b
c −a−d
2
)
,
also folgt die Behauptung.
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